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13 ans les deux Mémoires que j’ai lus précédemment à l’Aca¬ 
démie, j’ai considéré l’action des corps aimantés par in¬ 
fluence , lorsque les fluides boréal et austral sont parvenus 
dans leur intérieur à l’état d.'équilibre. Je me propose main¬ 
tenant d’étendre au cas du mouvement, la théorie que j’ai 
exposée en détail dans le premier de ces Mémoires; théorie 
qui attribue les phénomènes magnétiques à deux fluides 
impondérables, contenus l’un et l’autre en égale quantité 
dans les corps susceptibles d’aimantation, dont les particules 
n éprouvent jamais que de très-petits déplacements et sont 
soumises à une action mutuelle en raison inverse du carré 
des distances, répulsive entre celles d’un même fluide, et 
attractive entre les molécules de l’un des fluides et celles 
de l’autre. 

Coulomb avait pensé que tous les corps peuvent donner 
des signes d’aimantation, et que cette propriété ne provenait 
pas d’une petite proportion de fer qui entrerait dans leur 
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composition. Cette opinion se trouve aujourd’hui confirmée 
par les expériences de M. Arago, qui ont fait voir que les 
métaux, l’eau, le verre, le bois, etc., agissent sur l'aiguille 
aimantée quand ils sont en mouveriîent, ou quand l’aiguille 
oscille dans leur voisinage. Mais ce que cette découverte a, 
ce me semble, de plus important, c'est quelle nous apprend 
que le magnétisme agit dans les corps en mouvement avec 
une intensité et suivant dèà lois très-différentes de ce qui a 
lieu dans les corps en repos. Cette différence d’action a 
aussi été remarquée par M. P. Barlow, mais dans le fer seu¬ 
lement, et non pas dans des substances comme le cuivre, 
par exemple, où le magnétisme est à peine.sensible dans 
l’état dé repos , et où il se montre avec une grande intensité 
dans l’état de mouvement. C’est à l’occasion de ces expé¬ 
riences, maintenant bien connues des savants, que j’ai écrit 
ce nouveau Mémoire. 

Je continuerai d’appeler éléments magnétiques, les petites 
portions des corps aimantés dans lesquels les fluides boréal et 
austral peuvent se mouvoir, et qui sont séparées par d’autres 
portions imperméables au magnétisme. La proportion de la 
somme de leurs volumes, au volume entier de chaque corps, 
varie dans les différentes matières; ce qui suffit pour expli¬ 
quer comment, dans l’état de repos, ces matières donnent 
des signes de magnétisme plus ou moins marqués sous 
l’influence des mêmes forces extérieures. Cette proportion 
peut aussi dépendre de la température des corps aimantés 
par l’influence; et ce serait pour cela que l’intensité de leurs 
actions magnétiques change avec leur degré de chaleur. Mais 
pour se rendre raison de la dilférence d’action du magné¬ 
tisme dans les deux états de mouvement et de repos, d’un 
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meme corps, à la même température, il faut avoir recours 
à d’autres considérations. 

Dès qu’on approche un aimant d’un corps susceptible d ai¬ 
mantation par influencent où les éléments magnétiques sont 
en proportion quelconque, la décomposition du fluide neutre 
commence dans chacun des éléments, et elle continue jus¬ 
qu’à ce que l’action du fluide décomposé fasse équilibre à 
la force extérieure, ce qui arrive après un temps très-court, 
si cette force est constante en grandeur et en direction. Mais 
si elle varie continuellement, ou bien, si l’aimant extérieur 
change de position à l’égard des éléments soumis à son in¬ 
fluence, les deux fluides, au lieu de parvenir à un état per¬ 
manent, se mouvront dans chaque élément avec des vitesses 
qui pourront n’être pas les mêmes, toutes choses d’ailleurs 
égales, dans les corps de diverses matières. Dans cet état, 
nous ne saurions déterminer à chaque instant, la distribu¬ 
tion variable des deux fluides dans les éléments magnétiques; 
néanmoins nous pouvons concevoir qu elle soit très-différente 
de la distribution permanente qui a lieu dans l’état d’équi¬ 
libre : il est possible, en effet, que pendant le mouvement, 
la décomposition du fluide neutre ayant lieu dans toute 
l’étendue de chaque élément, l’un des fluides boréal ou aus¬ 
tral soit en excès dans chacun de ses points; et qu’au con- 
( traire, dans letat d’équilibre, le fluide décomposé soit trans¬ 
porté à sa surface où il forme une couche d’une très-petite 
épaisseur par rapport aux dimensions de cet élément, ainsi 
que nous l’avons supposé dans les précédents Mémoires. 
L’action exercée au dehors par un même élément soumis à 
l’influence des mêmes forces, serait alors très-diffjérente dans 
les deux cas, puisque dans l’un elle émanerait seulement des 
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points voisins de la surface, et dans l’autre, de tous les points 
de son volume. Toutefois je ne fais ici cette observation que 
pour indiquer une cause probable et facile à se représen¬ 
ter , de la différence d’action magnétique que l'expérience 
a fait connaître entre les corps en mouvement et les corps 
en repos. Mon analyse embrasse à la fois ces deux cas, 
et je l’ai affranchie de toute hypothèse relative à la dis¬ 
position des deux fluides dans les éléments magnétiques. 
H ne subsiste dans les formules qui expriment, après un 
temps très-court, l’action extérieure d’un corps aimanté par 
influence, que des constantes dont l’une répond à l’état d’équi¬ 
libre, et ne dépend que de la proportion des éléments ma¬ 
gnétiques, tandis que les autres sont relatives à l’état de mou¬ 
vement, et dépendent de cette proportion et de la vitesse des 
deux fluides dans ces éléments. Quelle que soit d’ailleurs la na¬ 
ture de ces constantes, elles doivent être données par l'ex¬ 
périence pour chaque corps en particulier, et même pour 
chaque degré de chaleur, si l’observation fait voir quelles 
changent avec la température. 

Si les éléments magnétiques n’étaient pas des sphères, et 
qu’ils fussent régulièrement disposés, comme cela pourrait 
arriver dans les corps cristallisés, les constantes dont nous 
parlons dépendraient encore de leur forme et de leur dispo¬ 
sition. Dans ce cas, l’action d’un corps sphérique ne serait pas 
la même de tous les côtés, c’est-à-dire que le centre de ce 
corps ne changeant pas de position, et les forces extérieures 
qui produisent son aimantation, restant les mêmes, son ac¬ 
tion serait différente, lorsqu’on tournerait l’un de ses hé¬ 
misphères d’un côté ou d’un autre. Mais une telle circonstance 
ne s’étant pas encore présentée à l’observation, nous avons 
exclu de nos recherches, ce cas singulier dont la possibilité- 
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avait déjà été remarquée dans les Mémoires précédents. 

Nous continuerons aussi de supposer nulle, ou du moins 
très-faible, la force coercitive dans les corps que nous con¬ 
sidérerons : toute force extérieure, d’une grandeur appré¬ 
ciable, qui agira sur ces corps, y décomposera donc en pro¬ 
portion le fluide neutre; les effets de cette décomposition 
commenceront à se manifester au dehors, aussitôt que la 
force extérieure aura commencé d’agir, et ils atteindront 
toute leur intensité dans un intervalle de temps très-court. 
C’est ce qui arrive dans le fer doux, par exemple. C est 
encore ce que l’on observe dans les expériences de M. Arago, 
sur des plaques de cuivre, ou d’autres matières, dont on 
approche les pôles d’une aiguille aimantée. Il n’en faut pas 
conclure, cependant, que ces substances n’opposent aucune 
résistance au mouvement des deux fluides dans leurs élé¬ 
ments magnétiques ; nous admettrons, au contraire, que la 
matière pondérable exerce sur les particules boréales et aus¬ 
trales une certaine action, insuffisante pour empêcher leur 
mouvement de commencer quand elles sont sollicitées par 
une force extérieure qui n’est pas extrêmement petite, mais 
dont l’effet est de retarder plus ou moins ce mouvement, et 
peut se comparer à celui de la résistance des milieux. Nous 
supposerons de plus que cette action varie avec la matière 
et la température des corps, afin d’expliquer comment la 
vitesse des deux fluides, bien qu’elle soit très-grande dans 
toutes les substances dépourvues de force coercitive, peut 
néanmoins changer, dans un rapport quelconque, en passant 
de l’une de ces substances à une autre. 

On trouvera dans ce nouveau Mémoire, les équations 
d’où dépend , en grandeur et en direction, l’action magné¬ 
tique exercée à chaque instant sur un point extérieur, par 
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un corps de forme quelconque, homogène ou hétérogène, 
où la force coercitive est insensible, et qui est soumis à 
1 influence de forces variables ou constantes. Ces équations 
renferment, comme cas particulier, celles que j’avais trouvées 
dans mon premier Mémoire sur le magnétisme. Quoiqu’elles 
soient présentées sous la forme la plus simple dont elles 
sont susceptibles, ce n’est, cependant, que dans des cas 
très-limités qu’on peut parvenir à les résoudre. J’en ai fait 
très-facilement l’application au cas d’une sphère homogène, 
tournant sur elle-même, et aimantée par l’action de la terre; 
et ensuite, par des calculs beaucoup plus compliqués, à une 
plaque homogène, sans discontinuité, d’une petite épaisseur 
et d un grand diamètre, agissant sur des points très-éloignés 
de ses bords. J’ai développé en détail les formules relatives 
à l’action de cette plaque sur une aiguille parallèle ou in¬ 
clinée, qui oscille dans son voisinage, ou qu’elle entraîne 
en tournant dans son plan. Leur comparaison à des expé¬ 
riences faites dans les circonstances quelles supposent, suffira 
pour décider si la théorie dont elles dérivent doit être ac¬ 
cueillie ou rejetée : je la ferai aussitôt que j’aurai pu réunir 
toutes les données nécessaires de l’observation. 

§I cr . 

Expressions générales des actions magnétiques . 

(i) Le fluide libre étant distribué d’une manière quelcon¬ 
que, soit près de la surface, soit dans tout l’intérieur de 
chaque élément magnétique, proposons-nous de déterminer 
d’abord l’action d’un élément isolé , et ensuite l’action d’un 
corps de dimensions quelconques, sur un point donné de 
position. 
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Soit M ce point; x, y, z, ses trois coordonnées rectangu¬ 
laires; x', y', z, les coordonnées rapportées aux mêmes 
axes, d’un autre point C appartenant à l’élément magné¬ 
tique dont on veut considérer l’action sur M ; représentons 
par h, le côté du cube équivalent en volume à cet élément ; 
et soit M' un second point de ce même élément, dont nous 
exprimerons par hy, h\, h'Ç, les coordonnées rapportées à 
des axes menés par le point C, et parallèles à ceux des x, 
y y z. Appelons p, la distance du point M au point C,de sorte 
qu’on ait 

P >=(#—x')‘ + (7—/)* + (z—z')’, 

et p,, la distance de M à M', laquelle se déduira de p en 
y augmentant ÿ, z', de hy, hhX, respectivement. 

L’élément différentiel du volume, correspondant au point 
M', aura h 3 dy d\ dX pour expression ; nous désignerons par 
pi/ h 3 dy d\ dX, la quantité de fluide libre qu’il contient, {/ 
étant positif ou négatif selon que ce fluide sera boréal ou 
austral. Ce coefficient sera une fonction de y, £, Ç, dépen¬ 
dante de la distribution des deux fluides dans l’intérieur 
de l’élément magnétique que nous considérons. S’ils y 
sont en mouvement, variera en outre avec le temps; mais 
la quantité totale de fluide libre, appartenant à un même 
élément, devant être nulle dans tous les cas, on aura tou¬ 
jours 

dy dX dX -= o, (1) 

l’intégrale s’étendant au volume entier de l’élément magné¬ 
tique. 

L’action répulsive exercée par le fluide de ^ h 3 dy d\dX 
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sur une particule de fluide boréal située au point M , aura 
pour mesure : 

AV dxd\dl 

p; 

^n prenant pour unité de force, l’intensité de la puissance 
magnétique, à l’unité de distance et correspondantes l’unité 
de quantité de fluide. Ses composantes parellèles aux axes 
des x, y y z, seront exprimées par les différences partielles: 

d. - d.- d.- 

_pj _?_i _ Lî 

dæ 7 dy 7 dz 7 

prises avec des signes contraires, et multipliées par... 
h 3 p.' dy didX,. Selon que leurs valeurs seront positives ou né¬ 
gatives, ces forces tendront à augmenter ou à diminuer les 
coordonnées de la particule boréale, située en M; le con¬ 
traire aurait lieu, si l’on considérait leur action sur une par¬ 
ticule australe : par augmenter ou diminuer les coordon¬ 
nées du point M, on entend éloigner ou rapprocher ce point 
de leur origine, quand elles sont positives, et vice versa, 
lorsqu’elles sont négatives. Dans tout ce Mémoire, on pren¬ 
dra dans le sens que nous expliquons, l’action des compo¬ 
santes positives ou négatives, agissant sur des particules 
boréales ou australes suivant leurs coordonnées. 

Ces trois composantes de la force dirigée de M' vers M 
devront être intégrées dans toute l’étendue de l’élément ma¬ 
gnétique auquel M' appartient, pour en conclure l’action 
exercée par cet élément sur le point M. 

(a) Pour cela, développons la quantité y suivant les puis¬ 
sances de h, ce qui donnera une série très-convergente,, 


DU MAGNETISME EN MOUVEMENT. g 

excepté dans le cas particulier où la distance du point M à 
l’élément magnétique serait du même ordre de petitesse que 
ses dimensions. Ce cas étant exclu, nous pourrons, sans er¬ 
reur sensible, négliger les puissances de h supérieures à la 
première, et nous aurons simplement 



d. I 

dè h i- 


d. 

df 


7 H- 


d.- 

. _P 

dz' 


hl. 


En vertu de l’équation (i), le premier terme de cette valeur 
de ~~ disparaîtra dans les intégrales triples qu’il s’agit d’ef¬ 
fectuer; et si l’on fait, pour abréger : 


hJy! % dj d\ = £', 

et ensuite 

d.- d. - d 

qu’enfin l’on désigne par \, \\ les trois composantes de¬ 
mandées, respectivement parallèles aux axes des x, y, z, on 
aura 

Ï=-A*g, ■x B = -A’aî- <•) 

On voit par-là que l’action d’un élément magnétique sur 
un point qui n’en est pas très-rapproché, ne dépend de sa 
forme et de la distribution des deux fluides dans son inté¬ 
rieur, qu’en tant quelles influent sur les valeurs des trois 
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quantités a', 6',y'. Quand ces valeurs seront connues, on 
pourra assigner la direction et l’intensité magnétiques d’une 
petite aiguille, dont l’action équivaudra à celle de cet élé¬ 
ment, ainsi que je l’ai remarqué dans mon premier Mémoire 
sur le magnétisme. J’ai aussi observé dans ce Mémoire que 
les quantités y, £,£, et par suite les intégrales a , ,6 / ,y / , va¬ 
rient avec les directions des axes rectangulaires auxquels 
elles se rapportent, suivant les mêmes lois que les compo¬ 
santes d’une force donnée. Cette propriété de a', ê',y', nous 
sera très-utile dans la suite; mais elle est assez évidente 
d’elle-même pour qu’il soit inutile de revenir sur ce point. 
Nous allons maintenant exprimer par de nouvelles intégra¬ 
tions, l’action d’un corps de forme donnée, d’après les équa¬ 
tions (2) appliquées à chacun de ses éléments magnétiques. 

( 3 ) Nous appellerons A le corps dont il s’agit de calculer 
l’action sur un point M, répondant toujours aux coordon¬ 
nées x,y, z y et que nous placerons d’abord en dehors de A, 
à une distance sensible de sa surface. Partageons A en un 
très-grand nombre de parties, dont les dimensions extrê¬ 
mement petites eu égard à celles de ce corps , soient cepen¬ 
dant très-grandes par rapport aux dimensions de ses élé¬ 
ments magnétiques. Soit v le volume de l’une de ces parties, 
comprenant l’élément que nous venons de considérer, dont 
le lieu est déterminé par le point C qui répond aux coor¬ 
données x\y,z f . Désignons par À*', la somme des volumes de 
tous les éléments magnétiques contenus dans v, divisée par 
ce volume. Cette quantité k! devra être donnée pour chaque 
substance en particulier, dont elle représentera la densité 
sous le rapport du magnétisme ; et même pour chaque degré 
de température, si l’on suppose que la proportion des élé¬ 
ments magnétiques puisse varier dans la même matière avec 
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son degré de chaleur. Nous regarderons, pour plus de gé¬ 
néralité, k' comme une fonction donnée de x\y\z\ qui 
se changera en une quantité constante, lorsque A sera ho¬ 
mogène, et qu’il aura partout la même température: cette 
fonction dépendra aussi du temps, si les différents points 
de A ne sont pas parvenus à des températures permanentes. 

Quoique le volume v soit très-petit, les quantités a', £',7', 
n’auront pas les mêmes valeurs dans toute son étendue, si 
les éléments magnétiques qu’il renferme n’ont pas tous la 
même forme et la même disposition ; mais le pont M étant 
extérieur et sensiblement éloigné de la surface de A, sa di¬ 
stance au volume v est très-grande par rapport aux dimen¬ 
sions de cette petite partie de A; d’où l’on peut conclure que 
les composantes de l’action de v sur M, seront toujours 
exprimées par les valeurs précédentes de>, V,*", en y rem¬ 
plaçant le volume h 3 d’un élément magnétique par la somme 
k'v de tous les éléments contenus dans v, et prenant pour 
les quantités a', ê', y', les moyennes de leurs valeurs relatives 
à ces mêmes éléments. Ces moyennes devront être soumises 
à la loi de continuité, et pouvoir s’exprimer en fonction des 
coordonnées x\ÿ z\ du point C qui détermine le lieu de 
v , sans quoi l’analyse mathématique ne pourrait pas s’ap¬ 
pliquer à la question qui nous occupe. 

Cela étant, il ne restera plus qu’à prendre la somme des 
actions de tous les volumes v sur le point M, décomposées 
suivant un même axe, pour avoir l’action totale de A suivant 
cette droite; or, cette sommation de quantités finies pourra 
être remplacée par une intégrale définie. En effet, si 
vf{x\y\ z ') est le terme général des quantités que l’on veut 
sommer, x\y\z étant les coordonnées de l’un des points 

2. 
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du volume v suppose' très-petit, et si la somme demandée 
doit s’e'tendre à toutes les parties x dans lesquelles on a divisé 
un volume V, on sait par les principes du calcul intégral, 
que cette somme sera à très-peu égale à l’intégrale triple 

j'JJf(x\y\z)dx'dy l dz\ prise dans toute letendue du 

volume V. La différence entre la somme et l’intégrale est 
d’autant moindre que les volumes partiels sont plus petits 
par rapport au volume entier; et dans le cas actuel, on peut 
la négliger sans crainte qu’il en résulte aucune erreur ap¬ 
préciable. Toutefois la substitution d’une intégrale à une 
somme ne serait plus permise,si la fonction f{x\y\z ) va¬ 
riait très-rapidement dans quelques parties de l’intégrale, 
et que sa grandeur devint en raison inverse de celle de v ; 
mais d’après les expressions de x,x',x", cette exception ne 
saurait avoir lieu, lorsque le point M est situé comme nous 
l’avons supposé, ce qui empêche la quantité p de devenir 
nulle ou insensible. 

En désignant donc par X, Y, Z, les trois composantes 
suivant les axes des x, y, z, de l’action de A sur ce point ex¬ 
térieur M, nous aurons leurs valeurs en substituant d’abord 
k' dx' dy' dz à la place de A 3 dans les seconds membres 
des équations (2) que nous intégrerons ensuite dans toute 
l’étendue de A. De cette manière, on a 

X = -fff d £k'dx' d/dz, 

Y=— fff ïr k ' dx ' dy dz ’ 

ou bien en faisant passer les différences relatives à x, y, z, 
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en dehors des intégrales dont les limites sont, en général, 
indépendantes de ces trois coordonnées; remettant pour q, 
ce que cette lettre représente, et posant, pour abréger, 



d. - 

li 1 


d.- d. 1 - \ 

dï é ' + dït ’jKdx'dydz, 


on aura plus simplement 


X== 


y 

dx , 


dy ’ dz 


(3) 


(4) Lorsque M fera partie de A, ces formules s’applique¬ 
ront encore à la partie de ce corps dont M sera sensible¬ 
ment éloigné. Ainsi, en concevant autour de M, une partie 
de A, que nous appellerons B, dont les dimensions seront 
à la fois très-grandes par rapport à celles des éléments ma¬ 
gnétiques, et très-petites relativement aux dimensions de A, 
les équations (3) feront connaître les composantes de l’action 
exercée sur M, par l’autre partie de ce corps, pourvu que 
l’intégrale que Q représente ne soit étendue qu’à cette 
partie, c’est-à-dire, aux points de A compris entre sa surface 
extérieure, et la surface de B. Quant à l’action de B sur le 
point M, elle se composera de celle de l’élément magnétique 
dont M fait partie, et de celle des autres éléments contenus 
dans B : nous représenterons leurs composantes suivant les 
axes des z , par £, pour la seconde action, et par 

e,î', e", pour la première. Le point M appartenant au corps 
A, la particule boréale que l’on y considère, sera en outre 
soumise à l’action des forces extérieures dont l’influence 
produit l’aimantation de ce corps. Or, si nous représentons 
par V, la somme des particules du fluide libre que con- 
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tiennent tous les aimants extérieurs, divisées par leurs di¬ 
stances respectives au point M, les composantes suivant les 
coordonnées #,j, s, de l’action de tous ces aimants sur ce 
point, seront exprimées par 

dV _dV __d\ 

dx ’ dy ’ dz 


Donc enfin , si nous désignons par X', Y', Z ', les composantes 
selon les mêmes directions de toutes les forces qui agissent 
sur le point intérieur M, nous aurons 



d\ 
dx 
d Y 
dy 
dV 
dz 


dy 

dx 

dy 

dy 

£Q'_ 

dz 




( 4 ) 


Q' étant ce que devient l’intégrale Q, lorsqu’on n’y com¬ 
prend pas la portion B du corps A. 

Dans mon premier Mémoire sur le magnétisme , j’avais 
pensé qu’on pouvait négliger les termes , de ces 

équations; mais un examen plus approfondi m’a fait reconnaî¬ 
tre qu’encore bien que B soit une très-petite partie de A, ces 
forces sont du même ordre de grandeur que les composantes 
relatives à l’autre portion de ce corps, qui sont exprimées 
par les différences partielles de Q'. Pour s'en convaincre, 
il suffira de calculer l’action exercée sur M par les éléments 
magnétiques de B qui en sont le plus éloignés, et dont les 
distances à ce point seront supposées très-grandes par rap¬ 
port à leurs dimensions. C’est ce que nous allons faire 
avant d’aller plus loin; et ce calcul sera utile, comme 
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on le verra, pour mieux connaître la nature des actions 
magnétiques, dans les cas où les dimensions des corps dont 
elles émanent, deviennent très-petites. 

( 5 ) Appelons donc D, la portion de B que nous voulons 
considérer. Les points de D étant éloignés de M comme l’exi¬ 
gent les équations (2), on calculera l’action de chacun de 
ses éléments sur ce point au moyen de ces équations ; et si 
nous représentons par A, A', A", les composantes de l’action 
totale de£ D suivant les axes de x,y, z, elles seront données 
par les équations (3), c’est-à-dire que nous aurons 


A 


_ d_y_ 

~d^ ’ A dy 9 


d Q . 
dz ’ 


en désignant par Q" la même intégrale que Q étendue seu¬ 
lement à tous les points de D. Ces trois équations étant sus¬ 
ceptibles des mêmes transformations, il suffira d’en consi¬ 
dérer une seule, la première par exemple. 

Si l’on y met pour Q" sa valeur, et que l’on effectue la 
différentiation relative à. oc, cette équation deviendra 



k' doc' dÿdz'. 


Dans cette petite portion D du corps A, non plus que 
dans toute l’étendue de B, les quantités A', a, g',y f , ne va¬ 
rient pas sensiblement, et sont à très-peu près les mêmes 
qu’au point M ; en exprimant donc par k , a, g, y, leurs valeurs 
relatives à ce point, ou ce que deviennent A', a', g , y 7 , lors¬ 
qu'on y met ses coordonnées 3?,y, 2, a la place des variables 
x,y\z\ et faisant ensuite passer A*, a, g, y, hors des signes 
d’intégration, il en résultera 


/ 
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— kafff ~jh—dx dÿ d Z 


-\rk&J 


d x —’ K ' fCCd X —* 

’Jff-jy- dx’dy'dz' + kj/f-jf- dx df dz. 


Pour plus de clarté, supposons que l’axe de x' soit vertical 
«t dirigé de bas en haut ; que D soit tout entier au-dessus 
du plan horizontal des y\z ; et qu’il n’y ait que deux points 
de sa surface qui aient la même projection sur ce plan. Ce 
sera depuis l’ordonnée du point inférieur jusqu’à celle du 
point supérieur, que l’on devra prendre l’intégrale relative 
à x ; ainsi l’on aura 

fff d -£- dx ' d y' dz ’ = fK^ÿ) drdz '-ff\ f ï , ~ ÿ' iz 

les quantités [~p^] et se rapportant respective- 

ment à ces deux points. Si donc on conçoit un cylindre vertical, 
tangent à la surface de D, qui la divise en deux parties, il 
faudra étendre la première des deux intégrales doubles à la 
partie supérieure, et la seconde à la partie inférieure. Or, en 
appelant l l’angle compris entre la verticale tirée de bas 
en haut par le point de la surface de D dont x ,y ,z f , sont 
les coordonnées, et la partie extérieure de la normale à cette 
surface au même point, cet angle sera aigu dans toute la 
première portion de la surface, et obtus dans toute la 
deuxième partie; désignant de plus par du 1 élément diffé¬ 
rentiel de la surface en ce même point, sa projection hori¬ 
zontale sera dÿ dz\ et nous aurons 

dÿ dz = ± cos.ldu 7 
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en prenant le signe 4- quand l sera aigu, et le signe — quand 
cet angle sera obtus. D’après cela, nous pourrons réduire la 
différence de nos deux intégrales doubles, a une seule inté¬ 
grale étendue à la surface entière de D, savoir : 


Nous aurons par conséquent 


dx'dfdz' = j f* ( 5 ) 

Si dans quelques parties de D, une même verticale rencon¬ 
tre la surface en quatre, six points, il faudra les consi¬ 

dérer deux à deux consécutivement : l’intégrale triple se 
composera alors d’autant d’intégrales doubles, dont la moitié 
sera précédée du signe + , et l’autre moitié du signe —; aux 
points de la surface de D qui répondent a la première moitié, 
l’angle sera aigu , et il sera obtus aux points relatifs à l autre 
moitié ; on pourra donc encore remplacer ces intégrales par 
une seule qui s’étendra a la surface entière de D ; et 1 équa¬ 
tion (5) aura toujours lieu, quelle que soit la forme de ce 
corps. Ce cas général comprend celui où D renfermerait un 
espace vide intérieur : on devra alors etendre 1 intégrale 
double aux deux surfaces de D, l’une extérieure et l’autre 
intérieure, ou, si l’on veut, la partager en deux intégrales 
dont chacune se rapportera seulement à l’une de ces surfaces. 

On trouvera de la même manière 
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III - d l àx' dy dz =JJ~ — ±J^2bL , 

en désignant par l' et 1 " ce que devient l’angle l précédem¬ 
ment défini, quand on remplace la verticale tirée de bas 
en haut, par des droites horizontales, menées dans la di¬ 
rection des y positives pour V, et des z positives pour l ". 

La valeur précédente de A deviendra donc 

*=//'-F 21 

en faisant pour abréger 

a cos. / -h € cos. /' -h y cos. I" = L ; 
et l’on obtiendra semblablement 

<,=j!p=pii.. 

(6) On peut appliquer ces formules a plusieurs exemples 
dans lesquels on obtiendra les valeurs des intégrales doubles 
par les règles ordinaires; mais sans entrer dans de plus 
grands détails, on voit clairement par ces dernières équa¬ 
tions, que les valeurs de A, A', A", seront généralement du 
même ordre de grandeur que les quantités a, ê, y, et qu’il 
ne sera pas permis de négliger ces forces, ni, à plus forte 
raison, les composantes y, S", dont elles ne sont qu’une 
partie, en calculant l’action du corps A sur un point M de son 
intérieur.Quant à l’autre partie de y', comprenant l’action 
des éléments magnétiques de B, qui sont très-voisins du 
point M, nous n’aurions aucun moyen de la déterminer. 



DU MAGNETISME EN MOUVEMENT. Ip 

N ous ne pouvons pas non plus calculer les composantes e, e, 
de l’action de l’élément dont M fait partie, non-seulement 
pendant que les deux fluides y sont en mouvement, mais 
même quand ils sont parvenus a 1 état d équilibré. Il en ré¬ 
sulte donc que les équations (4) ne nous seront d’aucune 
utilité pour calculer l’action de A sur un point M qui fait 
partie de ce corps ; action que l’on ne pourrait pas d ailleurs 
vérifier par l’expérience. JNÎais ce n’est pas la, en effet, 1 objet 
que nous devons nous proposer : le but essentiel de nos 
calculs est de déterminer faction de ce corps, sur un point 
extérieur, donné de position ; ce qui ne dépend heureuse¬ 
ment que des inconnues a, 6, y, dont les valeurs résulteront 
de trois équations que nous formerons bientôt. 

Quoique nous ne devions pas considérer les forces S, 
il ne sera pas inutile d’observer qu elles ne dépendent que 
de la forme de B, mais nullement de ses dimensions abso¬ 
lues, pourvu quelles soient toujours assez petites pour qu’on 
puisse regarder k 1 , cé, é f , y f , comme constantes dans toute 
l’étendue de cette partie de A, et en même temps très-grandes 
eu égard aux dimensions des éléments magnétiques. 

Supposons, en effet, qu’on prolonge les rayons menés du 
point M à tous les points de la surface de B, et qu’on les 
augmente dans un même rapport de i à n. Dans chaque di¬ 
rection, les quantités x—x', y — j, z—z et p augmente¬ 
ront dans ce même rapport; du croîtra dans le rapport de 
i à n\ et cos. I, cos. V, cos. I" f ne changeront pas. Il en ré¬ 
sulte, d’après les formules du numéro précédent, que les 
forces A, A', A", provenant des éléments de B les plus éloi¬ 
gnés de M, resteront les mêmes; par conséquent 1 , 
ne changeront pas non plus par cet accroissement de B qui 

3 . 
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reste semblable à lui-même. Mais il n’en serait pas ainsi, si 
ce corps changeait à la fois de forme et de dimensions. 

(7) L’équation ( 5 ) est la même chose que 

Jffii d *' d ï d * = 

Ses deux membres sont des intégrales qui s’étendent à tous 
les points de la surface et du volume d’un même corps ; et 
d’après les considérations qui nous y ont conduits, on peut 
donner à ce corps, une forme et des dimensions quelcon¬ 
ques. On aura semblablement 

III Sy dx'dfdz' ) — - du, 

III-d^ dx ' d ï d u. 

En ajoutant ces trois équations, et faisant, pour abréger, 

d\- dd\- 

_£ _i_ t h_£ — R 

dx' + dy ^ dz • ~ 1 

il vient 

ffjPxdx'd/dz' = Jj - COS. COS./ r -h —ÿ— COS. I' 

Soit i l’angle compris entre le prolongement du rayon p mené 
du point M dont les coordonnées sont x, y, z, au point de 
la surface qui répond aux coordonnées x, y', z\ et la partie 
extérieure de la normale en ce dernier point ; nous aurons 

cos. £=-- x cos. I -h cos l' IZZl cos. I" . 

P p p 
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Concevons un cône qui ait son sommet au point M, et soit 
circonscrit à l’élément du de la surface; puis une sphère 
décrite du point M avec un rayon égal à 1 unité. Soit r/ô, 
1 élément Intercepté par ce cône sur la surface de cette sphère; 
on aura 

cos. i du— ± p* JG, 

en prenant le signe supérieur ou l’inférieur, selon que 
l’angle i sera aigu ou obtus. Donc, avec cette attention, 
l’équation précédente prendra la forme : 

ffj R dx'dy' dz'=ff(^)d<r, 

et l’intégrale double ne se rapportera plus qu’a la surface 
sphérique, quelle que soit la forme du corps auquel répond 
l’intégrale triple. 

Or, si le point M est en dehors du corps, et que l’on cir¬ 
conscrive à sa surface, un cône qui ait son sommet à ce 
point, elle sera partagée par la ligne de contact, en deux 
parties, telles que l’angle i sera obtus dans toute la partie 
située du côté du sommet, et aigu dans toute la partie oppo¬ 
sée; appelant donc 0 la portion de la surface sphérique, 
interceptée par ce cône, l’intégrale double aura pour valeur 
■+■ O dans la première partie, et —0 dans la seconde ; par 
conséquent l’intégrale entière sera nulle, et l’on aura dans 
ce premier cas : 

JJJ'Rdx'dy'dz' — o. 

Si le point M se trouve sur la surface du corps que nous 
considérons, le cône se changera en un plan ; la première 
partie de cette surface disparaîtra; la quantité 0 sera la 
moitié de la surface sphérique, ou égale désignant 

a 1 ordinaire le rapport de la circonférence au diamètre; 
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dans ce second cas, nous aurons donc : 

füdx' dy' dz = — 2 r. 


f/fr 


Enlin, si le point M est situe' dans l’intérieur de ce corps, 
l’angle i sera aigu dans toute l’étendue de la surface; d’où il 
résultera que l’on aura dans ce troisième et dernier cas : 


J JJKdx’ dy 1 dz 1 = — 4^. 


En effectuant les différentiations relatives ax, y, z, qui sont 
indiquées dans l’expression de R, on trouve cette quantité 
nulle, excepté dans le cas où le dénominateur p 5 devient 
égal à zéro ; et cette exception n’ayant pas lieu quand le 
point M est extérieur, c’est pour cela que l’intégrale 

fjjRdx'dy’ dz' est alors égale à zéro. D’après cette consi¬ 
dération, on peut donner une plus grande extension aux 
résultats précédents. 

En effet, soit k' une fonction donnée de x, y, z, et k ce 
quelle devient lorsqu’on fait x'==x, y =y, z'=z. Soit en¬ 
suite 


/// 


‘k 1 doc’ dy'dz' 


= V. 


En différentiant sous les signes d’intégrations par rapport à 
x, y, z, on en conclura 


JJJ'Rk'dx'dfdz' = ~ 


d'\ d ’Y 
dy dz* 


Quand le point M ne fera pas partie du volume auquel répond 
l’intégrale triple, cette intégrale sera nulle à cause de R—o 
dans toute son étendue. Lorsque M sera situé dans l’inté¬ 
rieur ou à la surface de ce volume, on le partagera arbitrai- 
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rement en deux portions : pour celle dont M ne fera pas 
partie, l’intégrale sera encore égale à zéro; quant à l’autre, 
nous la supposerons assez petite pour que k' ne varie pas 
sensiblement, et qu’on puisse prendre k' == k dans toute son 
étendue ; d’où il résultera 


jÿjRk'dx'dy dz' =kJJjRdx dydz ; 


la seconde intégrale s’étendant à la portion de volume qui 
comprend le point M. Donc, d’après ce qui précède, nous 
aurons enfin : 


d*V d*V 

dx* dy % 


d'\ 
dz 9 


O, 


— — Q.kiz , 


=— 


selon que le point M sera situé en dehors, à la surface ou 
en dedans du volume que l’on considère. Les géomètres ont 
remarqué le premier cas depuis long-temps; j’ai été conduit 
à la troisième valeur, il y a plusieurs années, par une analyse 
moins directe que la précédente ; j’y joins maintenant la se¬ 
conde ; ce qui ne laissera plus rien à désirer touchant cette 
équation, dont on connaît l’importance dans un grand nombre 
de questions, et qui nous sera bientôt utile. 

(8) Après cette digression, cherchons les équations d’où 
dépendent les inconnues a, */, qui entrent dans la quantité Q. 

Ainsi qu’il a été dit au commencement de ce Mémoire,nous 
supposerons la force coercitive, nulle ou insensible dans la 
matière du corps A dont nous nous occupons. Il en résulte 
que dès qu’une force donnée commencera d’agir sur un de 
ses éléments magnétiques, les deux fluides s’y mouvront 
jusqu’à ce que l’élément soit parvenu à un état dans lequel 
son action sur chacun de ses points fasse équilibre à la force 
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extérieure. L’état magnétique d’un élément de forme déter¬ 
minée, et par suite les trois intégrales a', 6', y', du n° 2, dé¬ 
pendront à chaque instant de l’action exercée jusque là par 
la force donnée, c’est-à-dire, du temps et des composantes 
de cette force, que nous supposerons d’abord constantes, 
et que nous représenterons par E, E',E", relativement aux 
trois axes rectangulaires auxquels répondent a', 6', y'. D’ail¬ 
leurs ces quantités a', ê', y', devant varier d’un système d’axes 
à un autre, suivant les mêmes lois que les composantes 
de la force donnée (n° 4 du premier Mémoire), elles ne sau¬ 
raient être que des fonctions linéaires de E, E', E" ; et comme 
elles seront nulles en même temps que ces forces, on aura, 
dans le cas le plus général : 

«'=aE + bE' c E", 
ê'=fl'E + b' E'h- c'E", 
y' = a"E - 4 - b" E' + c" E"; 

les coefficients a, b, etc., étant indépendants de E, E', E". Ils 
varieront avec le temps pendant que les deux fluides seront 
en mouvement dans l’intérieur de l’élément magnétique, et 
parviendront à des valeurs fixes lorsque les deux fluides 
seront arrivés à l’état d’équilibre. S’il s’agit d’un élément 
isolé , ils dépendront en outre de sa formeet desa situation eu 
égard à la direction de la force extérieure ; mais il n’en sera 
plus de même si nous prenons, d’après le n° 2, les moyennes 
de leurs valeurs relatives à tous les éléments compris dans 
un volume v, qui soit à la fois très-grand par rapport au 
volume de chaque élément, et très-petit relativement au 
volume entier de A; et dans ce cas, les seconds membres 
des équations précédentes se réduiront chacun à un seul 
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terme dont le coefficient ne dépendra plus de la forme des 
éléments. 

En effet, j’ai remarqué, il est vrai, dans le préambule du 
premier Mémoire, qu’il pourrait arriver que l’action magné¬ 
tique d’un corps aimanté par influence, surtout s’il s’agissait 
d’un corps cristallisé, dépendît d’une disposition régulière 
de ses éléments, et que, toutes choses d’ailleurs égales, elle 
ne fût pas la même en tout sens ; mais nous exclurons ce cas 
singulier qui ne s’est pas encore présenté à l’observation, et 
nous admettrons qu’il n’a pas lieu non plus pour toute partie 
v de A, très-grande par rapport à chacun de ses éléments. 
Gela posé, si cette partie de A agit, comme dans le n° 3 , 
sur un point M qui n’en soit pas très-rapproché, et que M 
soit situé sur la direction de la force qui sollicite les élé¬ 
ments de v, il est évident que l’action de v sur M devra 
s’exercer selon cette même direction ; si donc on prend l’axe 
des x, par exemple, dans cette direction, auquel cas on 
aura E'=o, E"=o, il faudra que les deux composantes x' 
et de l’action de v sur M soient aussi égales à zéro ; or, 
en faisant y 1 =y,z =z, dans les équations (2), afin que le 
point M soit sur l’axe des #, et y mettant à la place de 
A 3 , on trouve 


2 k' va.' 

z ~7~ 


k' v 6' 





on aura donc 6'=o,y'=o, en même temps que E' = o, 
E"=o; ce qui exige qu’on ait <z' = o et a"=o. En faisant 
coïncider successivement les axes des y et des z avec la di¬ 
rection de la force donnée, on prouvera de même que 
l’on doit aussi avoir bz= 0 et &" = o, c=o et c' = o; il ne 
1823. 4 
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restera donc plus que les trois coefficients a, b ' et c" qui 
devront être égaux entre eux, pour que a', g', y', conservent 
la même relation avec les composantes de la force extérieure, 
quels que soient les axes des 3c\ÿ, z'. Ainsi, les formules pré¬ 
cédentes se réduiront simplement à 

a'=ûE, Ç'=aE\ y' = flE". 

Cette réduction aurait lieu pour chaque élément isolé, et 
pourrait être regardée comme évidente, si tous les éléments 
magnétiques de A étaient des sphères de rayons égaux ou 
inégaux; mais il était bon de rendre nos calculs indépen¬ 
dants de cette hypothèse particulière. 

(g) S’il s’agit des quantités a, g, 7, relatives à l’élément 
auquel appartient le point M de A, dont sont les 

coordonnées, les composantes de la force extérieure que 
nous venons de représenter en général par E, E', E", auront 
pour valeurs les seconds membres des équations (4), abstrac¬ 
tion faite des termese,e', e". On y pourra, en outre, omettre 
8, et considérer a, g, y, comme dépendantes, en dé¬ 

finitive, de la forme de B et des composantes exprimées par 
les différences partielles de Y et de Q', que nous appellerons 
T, T', T", en sorte qu’on ait 


dV 

dJl 

dx 

dx y 

dV 


djr 

dj 1 

dV 


d z 

dz 


Cela est évident, en effet, si l’on observe que les forces 
provenant des éléments voisins de celui que l’on considère, 
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ne peuvent non plus dépendre que de la forme arbitraire 
de B et de ces forces T, T', r f ,/ . Do plus, nous prendrons 
pour B une sphère qui ait son centre au point M, ce qui 
sera toujours possible, excepté dans le cas que nous exclu¬ 
rons, où M ferait partie de la surface de A, ou en serait à 
une distance insensible. De cette manière, on verra que les 
valeurs de a, 6, y, se réduiront encore chacune à un seul 
terme, comme dans le n° précédent ; et si l’on représente par 
T 0 ,T 0 ', T/, les valeurs initiales de T, T', T", et que l’on 
suppose, pour un moment, ces forces invariables, on aura, 
au bout d’un temps t quelconque : 

a = T Jt, ê=rT :ft, y = T jft; 

ft étant une fonction qui sera nulle quand t= o, et qui ac¬ 
querra une valeur constante après un certain intervalle 
de temps. 

Ce temps sera très-court, parce que dans toutes les subs¬ 
tances susceptibles d’aimantation par influence, les phéno¬ 
mènes magnétiques acquièrent très-promptement toute leur 
intensité. Néanmoins il pourra être très-différent dans ces 
diverses substances ; et il dépendra, ainsi que la forme de ft, 
de la matière et de la température de A au point M. L’action 
de la petite sphère dont ce point est le centre ne variant 
pas,d’après ce qu’on a vu plus haut(n° 6), avec la grandeur 
de son rayon, le coefficient ft en sera aussi indépendant ; et 
comme il ne devra rester finalement aucune trace de ce rayon 
indéterminé, il sera nécessaire que l’intégrale Q' qui com¬ 
mence à la surface de cette sphère, ne dépende pas cepen¬ 
dant de son diamètre; ce qui arrivera effectivement, comme 
on le verra bientôt. 
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Les valeurs variables de ft pourront être extrêmement 
grandes par rapport à sa valeur finale. Cela aura lieu, par 
exemple, si la décomposition du fluide neutre se fait dans 
tout Tintérieur de chaque élément magnétique, de sorte que 
pendant leur mouvement, l’un des deux fluides soit en excès 
en chacun de ses points; et qu’au contraire dans l’état d’équi¬ 
libre, le fluide libre soit transporté à sa surface, où il ne 
forme plus qu’une couche d’une très-petite épaisseur. Il en 
résulterait, en effet, que dans Je premier cas, l’action d’un 
élément magnétique émanerait de tous les points de son 
volume, et d’une très-petite partie seulement, dans le second 
cas. Cette remarque que nous avons déjà faite au commen¬ 
cement de ce Mémoire, peut servir à rendre raison de la 
différence d’action du magnétisme dans les deux états de 
repos et de mouvement. Mais nous ne ferons aucune hy¬ 
pothèse particulière sur la forme de ft : les valeurs de cette 
fonction pourront être positives ou négatives, et aussi gran¬ 
des qu’on voudra ; elles passeront plusieurs fois du plus au 
moins, si les deux fluides ne parviennent à l’état d’équilibre 
qu’après plusieurs oscillations dans l’intérieur des éléments 
magnétiques : il nous suffira de savoir que ft n’est variable 
que pendant un temps très-court, et la loi de ses variations 
n’influera aucunement sur notre analyse, ni sur les résultats 
définitifs de nos calculs. 

(10) Etendons actuellement les résultats précédents au cas 
où les forces extérieures qui donnent naissance aux incon¬ 
nues a, g, y, sont variables en grandeur et en direction. 

Supposons qu’après un temps t'< t , une nouvelle force 
T,, constante et parallèle à l’axe des x, vienne s’ajouter 4 
la force T 0 ; au bout du temps f, on aura 
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a=T 0t /jf 4 - — £ ); 

car a ne peut être qu’une fonction linéaire de T 0 et T t , qui 
devra se réduire à chacun de ces deux termes, quand la 
force relative à l’autre terme sera égale à zéro. Par la même 
raison, si après un temps £" < £, une seconde force T 0 cons¬ 
tante et parallèle à l’axe des x, s’ajoute aux deux premières, 
nous aurons, au bout du temps t : 

a=TJt H- T,/(£-£') + T,/(£-£'> 

E^fénéralement, au bout d’un temps quelconque £, plus 
grand que £', £", £*', etc., on aura 

a= To/t — £") + T 3 /(%- 1 ”) 4 - etc., 

lorsque les forces T., T a , T 3 , etc., toutes constantes et pa¬ 
rallèles à l’axe des x, s’ajouteront successivement à la force 
T 0 , et commenceront d’agir aux époques £', £, £ ", etc. 

Maintenant, pour que la force qui agit dans cette direction 
sur l’élément que nous considérons, varie d’une manière 
continue, et soit égale à T au bout du temps t, il suffira de 
faire 

t'=.dt y t"=^.2.dt, t"'=Zdt, etc., 
et de prendre en même temps 

T,=:dT 0 , T t =dT t , T 3 = dT 3 , etc.; 
d’où il résultera 

« —T„ft +f{t — dt)dT a +f[t— idt)dT, + ... -\rf(dt)dT. 

La partie de cette valeur de a qui se compose de termes in- 
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Animent petits, est une intégrale définie ; et sa valeur en¬ 
tière pourra s’écrire ainsi : 


a==T Jt+ J 


en désignant par 0 la valeur de T qui répond à t— 6. 

On trouvera de la meme manière 

/ ^ â ?T o y3f-:+ f f{t — Q)dQ\ 

r =T 0 "/* + f f(t —6 )d&"; 

J O 

0 ' et 0" étant les valeurs de T' et T" relatives à t=G. 

L’intégration par partie fera disparaître les termes com¬ 
pris hors du signe J*: en observant qu’on a f(t — 9) = o, à 
la limite 6 — t, et faisant 

dt ’ 


nous aurons 


ê=f f'(t—H)@'db, 
J O 

y=f t f'(t—b)Q"db. 


(n) Ce sont ces trois équations qu’il faudrait pouvoir 
résoudre pour déterminer les trois inconnues a, ê , y. Lors- 
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que leurs valeurs seront connues en fonction du temps t 
et des trois coordonnées x,y, z,, du point de A auquel 
elles répondent, les équations ( 3 ) feront connaître à chaque 
instant, en grandeur et en direction, l’action de ce corps 
sur un point extérieur donné de position ; ce qui serait le 
but final du problème dont nous nous occupons. 

La quantité QV contenue dans les seconds membres des 
équations (6), sera toujours l’intégrale Q du n° 3 , étendue à 
tous les points de A compris entre sa surface et celle de B; 
mais la forme de B ne sera plus arbitraire ; et l’on devra 
prendre pour cette partie de A, une sphère qui ait son centre 
au point M dont les coordonnées sont oc,y, z, et un rayon 
indéterminé, mais assez petit pour qu’on puisse regarder les 
quantités k\ a', 6', y', comme sensiblement constantes dans 
toute l’étendue de B. Gomme les limites de l’intégrale Q' qui 
commence à la surface de cette sphère, dépendront implicite¬ 
ment de la position du point M, il faudra se souvenir que les 
différentiations relatives à ses coordonnées oo, y, z, devront 
être effectuées avant l’intégration, ainsi quelles étaient indi¬ 
quées dans le n° 3, avant qu’on les eût transportées en dehors 

des signes j, ce qui n’est plus permis dans le cas actuel. 

Observons aussi que les valeurs de a, 6, y, relatives a des 
éléments magnétiques-, situés à la surface de A, ne sont pas 
comprises dans les équations (6) ; car en donnant dans le n° p, 
une forme sphérique a B, nous avons exclu ces éléments. 
Ces trois quantités a, 6, y, sont des fonctions de x,y, z, 
qui changent de forme et varient très-rapidement près de la 
surface de A. S’il s’agissait de calculer l’action de ce corps 
sur un point extérieur, très-voisin de sa surface, il ne serait 
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pas permis de négliger la partie de cette action qui pro¬ 
viendrait de la couche superficielle ; mais dans toute la suite 
de ce Mémoire, nous nous bornerons à considérer les points 
extérieurs qui sont à une distance sensible des corps aimantés : 
alors on pourra faire abstraction de l’action exercée par la 
couche superficielle sur ces points; et par conséquent, nous 
n’aurons pas besoin de connaître les valeurs de a, 6, y, qui 
s’y rapportent. 

§. IL 

Simplification des formules précédentes. 


(12) Nous pouvons écrire la valeur de Q sous la forme 


ÿ+ - d P) *-•*'*•-*. 


\ doc' dy dz' / 
en faisant, pour abréger, 

n rrCfé.k'v: d.k'Ç,' d.k'Y\dx r dy dz' 

R =i//W + + w-)— p— 

Si nous mettons successivement dans l’équation ( 5 ), ~L , 

——, —a la place- - , nous en conclurons 

p p 1 p 

Q = jj[a cos. s 4- ê'cos. s’ -+- y'cos. s") — R ; 


dbi étant l’élément différentiel de la surface de A; s,s\s f \ 
désignant les angles que fait la partie extérieure de la nor¬ 
male à cette surface, au point dont les coordonnées sont 
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x' y z\ avec des droites tirées par le même point suivant 
les directions des x\y\z\ positives; et l’intégrale double 
s’étendant à tous les points de cette surface, de sorte que 
si A est un corps creux, cette intégrale pourra se partager 
en deux autres, l une relative à la surface extérieure de A, 
et l’autre, à sa surface intérieure. 

Pour obtenir l’intégrale Q', nous l’étendrons d’abord, 
comme la précédente, au volume entier de A; puis nous en 
retrancherons l’intégrale relative à la sphère B qui n’y doit 
pas entrer; et si l’on veut connaître les différences partielles 
de Q' qui entrent dans T f T' T", il sera nécessaire, d’après 
ce qu’on vient de dire, d’effectuer les différentiations par rap¬ 
port à x,y, z, avant l’intégration dans l’étendue de B. De 
cette manière, on aura, par exemple, 

dx ~ dx 

Q étant la même quantité que précédemment, et en faisant 
rrr (d.d.ïszl \ 

A —JH «' + ~3p-' ê ’ + -à~) k ' dx ' d r dz ' ■ 

Cette intégrale triple s’étendra à tous les points de B; entre 
ses limites, on regardera les quantités k', a', 6', y', comme 
constantes et égales à k, a, 6,y; par conséquent, en conser¬ 
vant les notations du n° 5, nous la changerons en une inté¬ 
grale double, relative à la surface de B, savoir : 

_ /TV „ # , rA (x' — x)dto 

• a = Æ JJ (jx ÇOS.J -h êcos. S -h ycos. s J -—, 

dont on obtiendra facilement la valeur à cause de la forme 
sphérique de B. 
i823. 
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Menons, pour cela, par le point M, trois axes paral¬ 
lèles à ceux des x,y, z; soit u l’angle que fait le rayon p 
jnené de ce point à celui de la surface de B dont les coor¬ 
données sont x', y\ z\ avec l’axe des x, et v l’angle compris 
entre le plan de ces deux droites et celui des x, z; nous 
aurons 

x — x = p cos. u, y' — y = p sin. u sin. v, z’ — z = p sin. u cos. x. 

La normale en chaque point de B coïncidant avec le rayon p 
qui aboutit au même point, il en résulte 

cos. s = cos. u, cos. j' = sin. wsin.'V, cos. ,?" = sin.Mcos.'v. 

On aura, en outre, 

du — fsm.ududv, 

à cause que le rayon p est constant ; et pour étendre l’inté 
grale double à toute la surface de B, il faudra la prendre 
depuis u= o et v = o , jusqu’à u = 7u et v = 2 t: ; ce qui don¬ 
nera 

^_ 4 TC k PL 

D’après cela, nous aurons 

d Q' d Q 4rÆa 

dx dx 3 

On trouvera de même 

d Q' dQ 4 **g d(y d Q 4**Y - 
dy dy 3 * dz dz 3 ’ 


et les valeurs de T, T', T", deviendront 
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rp_ d\ dQ jnkcL 

d x dx 3 

_ dy_ dQ 4**6 

dy dy 3 

rV"— dy I AlZk ^ 

dz dz 3 

(i3) Avant d’aller plus loin , il sera bon de considérer en 
particulier le cas où les forces extérieures qui agissent sur 
A, sont constantes en grandeur et en direction, et où il 
s’est éçoulé le temps très-court, nécessaire pour que les deux 
fluides soient parvenus à l’état d’équilibre dans son inté¬ 
rieur. A cette époque, la fonction ft aura acquis une valeur 
fixe que nous représenterons par 

ft = q ; 

en même temps/*'£ sera nulle; par conséquent il faudra que 
6 diffère très-peu de t pour que les éléments des intégrales 
comprises dans les formules ( 6 ), ne s’évanouissent pas à raison 
de leur facteur /'(f— 0 ). Leurs seconds facteurs ©,©', 0 " 
seront alors sensiblement constants ;on pourra les remplacer 
par T, T', T"; et comme on a 



à cause que f{t — 6 ) est nulle à la limite 0 ~£,«£es équa¬ 
tions ( 6 ) deviendront 

«=T q\ e=Tq, i=Vg. 

En les combinant avec les équations ( 7 ), on en déduit 
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? ( 

</q\ 

3 

dxj 

? 

(dv d Q\ 

kvq 

3 


7 


i _4^? 



3 


On peut réduire à une seule, les deux quantités k et q, dé¬ 
pendantes de la matière de A, que renferment ces formules 
et les valeurs de Q et R : il suffit pour cela de multiplier ces 
dernières équations par k; de mettre a, g, y k la place de 
Æa,Æg, ky , et, par conséquent, a', g', y', au lieu ÆV, Æ'g', 


k' y'; puis de remplacer — ~\ Ttq P ar une seule lettre p. Ces 
1 T 

équations et les valeurs de Q et R deviendront alors 


dQ\ 

g , rdV dQ\ 

e + p{dï + -7p)= 0 ’ 

>q =//(« 


COS. S 4 - g'cos. j' + y'COS./')—- R r 


Soit maintenant <p une fonction de x, y, z, déterminée par 
l’équation 


? + V + Q==o; (8) 
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nous aurons 


et en outre 


do ,, do do 

*=PTx' ? = Pjy' 1=P7i> 


Q=ff^ cos - f +% cos - s ’ + jI cos - s ") PJ r~ R ’ 

p f[f( d j£jà d ' P '% ^^Jl) àx'dfdz' 

JdJ \ dx' djr' dz' 1 p 


( 9 ) 


en désignant par p' et <p', ce que deviennent p et 9 quand on 
y change x, y , z, en x'y' z'. La solution du problème qui 
nous occupe, c’est-à-dire, le calcul de l’action de A sur un 
point extérieur au moyen des équations ( 3 ), ne dépendra 
donc plus que d’une seule inconüfüe, ou de la résolution de 
l’équation (8). 

(i 4 ) Les centres des forces auxquels répond la fonction V 
étant extérieurs, et les coordonnées x, y ? z, appartenant à 
un point intérieur de A, on a 

d y \ d'V d ’y_ 

et ce point ne faisant pas partie de sa surface, on a aussi 
identiquement 



dans toute l’étendue de l’intégrale double que Q renferme, 
laquelle disparaît par conséquent dans la quantité 
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Mais il n’en est pas de même à 1 egard de l’inte'grale triple R 
qui s’étend à tous les points de A ; et d’après le théorème du 
n° y, on a 

<^ a R d 'R rf’R_ , ( d ' p ~cLx d ’ p dî . d,p dl S 

dx*~^~ dy* dz* \ dx dy 


dy 9 dz 3 H \ dx 

On déduira donc de l’équation ( 8 ) : 

dj 


dz 


d a 9 
dx' 


d '9 
'dy*' 


d a 9 
d z a 


4 w 


d.p 


dx 


dx 


d *¥y 

dy 


dz 


= o. (io) 


Si A est un corps homogène qui ait partout la même 
température, les quantités k et q , et par suite la quantité p, 
seront indépendantes de x, y, z; ce qui réduira cette der¬ 
nière équation à 

d 'o d 3 o d '9 

TT + 7T + TT=°- 
dx * dy dz 

On aura en même temps R = o,et la valeur de Q sera sim¬ 


plement : 

Q=pff & œs - s+ % cos - s ' + % cos - / ) T 


Cette expression, l’équation précédente et l’équation ( 8 ), 
s’accordent avec celles que j’ai trouvées dans le premier mé¬ 
moire , pour le même cas d’un corps homogène dans lequel 
les deux fluides sont en équilibre : elles coïncideront par¬ 
faitement, en remplaçant dans celles-ci, l’inconnue 9 par 

et y mettant ensuite p à la P lace de T*(Zfsÿ ce 

qui est permis, puisque k est une constante dont la signifi¬ 
cation n’est pas déterminée, d’après ce qu’on a dit à la fin 
du n° 12 de ce mémoire. 




f 
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Après le cas de l’homogénéité, le plus simple serait celui 
d’un£ sphère composée de couches concentriques, dont cha¬ 
cune soit homogène. En fixant, dans ce cas, 1 origine des 
coordonnées au centre de cette sphère, et désignant par r le 
rayon vecteur du point qui répond à x, y, z, en sorte qu’on 
ait 

r 2 = x 2 -\-y* -h z % 


la quantité p sera une fonction donnée de r. On aura, en 
conséquence, 

dp _ dp x dp _ dj^ T dp_ _ dp z 

~dx ~dTr r 9 df dr r 9 dz dr r 9 

et à cause de 

x d (p y dy z dy _ d ç 

r dx r dy ^ r dz d r 1 


on tirera de l’équation ( 10 ) : 

, T ^P_ 

d' <p d'y d'y ’ d r d y 

dx • + ’dÿ' + dz' 1 + 47 xp dr 

Si donc on désigne par rie rayon vecteur du point qui ré¬ 
pond à x y y, z, la seconde équation ( 9 ) deviendra 

en faisant, pour abréger, 


dp’ 


= *\ 


de manière que V soit une fonction donnée de r‘ qui sera 
nulle quand toutes les couches de A seront de la même na¬ 
ture. Conservons ensuite p pour représenter la valeur con- 
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stante de p' relative à la surface de A, observons qu’on a 

x î y 1 N 

COS. S — — , COS. S = ^-r , COS . s" =l 
r' 7 r 1 7 r 7 

et éliminons R de la première équation (9), nous aurons 

p. /YW<p' dto pp/l t ,d^dx' dy' dz' 

^ PJJ d? "p JJJ- dr ' p * 

Nous ne ferons quant à présent aucune application par¬ 
ticulière de cette formule, faute de connaître la valeur de 
en fonction de r . Si la sphère que l’on considère est formée 
d’une matière homogène, dont la température varie du 
centre à la surface, cette fonction dépendra de la loi incon¬ 
nue suivant laquelle la puissance magnétique change avec le 
degré de chaleur dans les substances susceptibles d’aiman¬ 
tation par influence. 

(i 5 ) Réduisons maintenant les équations relatives au ma¬ 
gnétisme en mouvement, comme nous venons de réduire 
celles qui se rapportent au magnétisme en repos ; mais pour 
ne pas trop compliquer la question, bornons-nous à consi¬ 
dérer le cas d’un corps homogène, dont tous les points ont 
la meme température, de manière que A’ et ft soient des 
quantités indépendantes de x, y, z. 

Soit pour un moment 


d a d& 
dx dy 



et désignons par F 't, ce que devient cette fonction, quand 
on y change x, y, z, en x', y', z . La valeur de Q du n° 12 
deviendra 
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Q = kjÿ a cos. s -h g ■' cos. / -h / cos. /) —kjjJ dccdyd z. 

On en déduira, comme précédemment, 


<*‘Q 

dx % dy' dz' 


4 w Æ F £; 


et les équations (7) donneront ensuite 

t d'r t d T" 8* AF t 

dx~*~ dy dz ~ 3 ’ 


au moyen de quoi l’on déduira des équations (6).: 


J o 

équation à laquelle on satisfait évidemment en prenant 
Ft=o, et qui n’a pas d’autre solution, quelle que soit la 
fonction f't. 

En effet, si l’on a F^=o, depuis t —o jusqu’à une cer¬ 
taine valeur t=a , je dis que l’on aura encore F^ = o jus¬ 
qu’à t=a -t- £, £ étant infiniment petit ; car d’après l’équation 
dont il est question, et en négligeant le carré de nous 
aurons 

F (a + i) = — ~ [J“ F6 f(a+ t—t)dt+Faf •{»)»] ; 

et comme on a F#=o, et que FO est aussi nulle par hypo¬ 
thèse dans toute l’étendue de l’intégrale que cette formule ren¬ 
ferme, il en résulte F (a f £)=o. D’ailleurs l’intégrale relative 
à Ô que contient notre équation, s’évanouissant avec t, on a 
i8a3. 6 
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Ff=o, quand t= o; on aura donc aussi F($) = o; et en 
prenant successivement a = = 3 £, etc., on voit 

qu’on aura généralement F(rc£) = o, n étant un nombre 
entier, fini ou infini; ou autrement dit la fonction Fé sera 
nulle pour toutes les valeurs de t. 

En remettant pour cette fonction, ce quelle représente, 
nous aurons l’équation 

(Icl d& dy 

dcc dy dz ° ’ 

d’après laquelle, il ne restera dans la quantité Q, que l’in¬ 
tégrale double relative à la surface de A, savoir : 


Q = kJ'Ç[a 1 cos.s + g' cos./ -h y' cos./')~- 


(16) Soit actuellement 

da. d g 

~dÿ dcc 


= <|»f. 


Ees deux premières équations (y) donneront 

d T dT'_4r:/c 
dy dx~ 3 * t; 

ensuite on tirera des deux premières équations (6) : 


7 O 

et l’on démontrera, comme dans le n° précédent, que cette 
dernière équation n’a pas d’autre solution que <j^ = o. Ainsi, 
Ion aura 


d a d€ 
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On prouvera de même que l’on a 


d y da. d£ à 

Thr dz~° 1 dz*y$-d 


dv 

j = ° ; 

dy 


ce qui montre que a, 6 , y, sont les différences partielles d’une 
même fonction de x,y,z; en sorte qu’en désignant par 9 
cette fonction inconnue, nous aurons 


dy A dy dy 

a = ^> Çj = Tr^ ï = 




L’équation trouvée dans le n° précédent se changera donc en 
celle-ci 

d*y d'y d'y 


j* + dp + dï— 0 ’ 


..(ia) 


et la valeur de Q deviendra 

Q = {[[(£ cos - s+ ïy co *- s ' + % cos - s ")y ’ (13 ) 


en appelant 9 ' ce que devient^ quand on y remplace a?, z, 
par les coordonnées x\y\ z\ d’un point de la surface de A. 

Après avoir éliminé 0, 0', 0'', des équations (6), au moyen 
des formules (7) dans lesquelles on fera t =6, ces trois équa¬ 
tions (6) se réduiront à une seule dont elles seront les dif¬ 
férences partielles relatives à oc, y ., z, savoir : 


? + / o f ( v . + Q.—(.4) 

où l’on a représenté par V I} Q, et 9,, ce que deviennent 
V, Q et 9 quand on y met ô à la place de t. 

(17) La solution du problème qui fait l’objet de ce Mé¬ 
moire, ne dépend donc, cotnme dans le cas du magnétisme 

6 . 
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en repos, que d’une seule inconnue 9,. et se trouve ramenée 
à résoudre l’équation (i4) pour en déduire la valeur de cette 
inconnue en fonction de ^,7, z et t. L’équation (12) n’ajoute 
rien à cette équation (i4) : toute valeur de 9 qui satisfera à 
celle-ci, vérifiera aussi l’équation (12) qui en est une con¬ 
séquence, dont on pourra néanmoins se servir pour faci¬ 
liter la résolution de l’équation (i4)- 

Lorsque la valeur de 9 sera connue, les équations (11) 
feront connaître immédiatement l’état magnétique du corps A 
à tel instant et en tel point de sa masse que l’on voudra^c’est- 
à-dire , la direction et l’intensité d’une petite aiguille aimantée 
dont l’action magnétique serait équivalente à celle de l’élé¬ 
ment de A qui répond à ce point (n° 2). Par une double 
intégration, étendue à toute la surface de A, on connaîtra 
aussi la valeur de Q; puis les équations ( 3 ) détermineront, 
en grandeur et en direction, l’action exercée à un instant 
quelconque par ce corps, sur un point extérieur, situé à 
une distance sensible de sa surface. 

D’après la formule (i 3 )* nous voyons que cette action 
sera équivalente à celle d’une couche de fluide libre, extrê¬ 
mement mince, qui s’étendrait sur toute la surface de A, et 
dont l’épaisseur au point qui répond aux coordonnées x,y, z r 
aurait à chaque instant pour expression : m 

k @ cos - '+% cos - s ' + % cos - *) ; 

le fluide étant boréal ou austral selon que cette quantité 
sera positive ou négative. Cela ne veut pas dire, cependant, 
que cette couche superficielle existe réellement comme dans 
le cas de l’electricite : le fluide libre, dans un corps aimanté. 


DU MAGNETISME EN MOUVEMENT. 45 

est distribué dans toute sa masse ; l’action extérieure de ce 
corps émane de tous ses points ; et s’il ne s’agissait pas d’un 
corps homogène , cette action ne serait pas équivalente à 
celle d’une couche superficielle, ainsi qu’on le voit par la 
seconde valeur de Q du n° i 4 - Si le corps homogène A était 
creux, l’intégrale que Q représente s’étendrait à ses deux 
surfaces, et par conséquent aussi la couche de fluide libre 
dont l’action pourrait remplacer celle de A. 

Les composantes X, Y, Z, données par les équations ( 3 ) 
ne sont que des forces accélératrices : si le point extérieur 
sur lequel elles agissent était, par exemple, l’un des pôles 
d’une aiguille aimantée, et qu’on voulût connaître la force 
motrice de cette aiguille, résultant de l’action de A sur le 
fluide libre, réuni en ce point, il faudrait multiplier les se¬ 
conds membres des équations ( 3 ) par cette quantité de fluide, 
positive ou négative, selon la nature du pôle. Dans ce cas, 
il pourra arriver que ce pôle soit aussi l’un des centres des 
forces extérieures qui produisent l’aimantation de A, et aux¬ 
quelles répond la quantité V; la valeur de <p, donnée par 
l’équation (i4), dépendra alors de sa position, et sera fonc¬ 
tion de ses coordonnées; mais en différentiant Q pour for¬ 
mer les valeurs de X, Y, Z, il faudrait avoir soin de faire 
seulement varier les coordonnées de ce pôle qui entreront 
dans sa distance p à un point quelconque de A. 

(18) Quelles que soient la forme de ce corps et les forces 
extérieures auxquelles il est soumis, nous pouvons démon¬ 
trer que l’équation (i4) n’est susceptible que d’une seule 
solution. Supposons, en effet, qu’on y puisse satisfaire au 
moyen d’une première valeur de 9, et ensuite au moyen de 
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cette valeur augmentée d’une autre fonction de x, y f z et t; 
représentons cette fonction par F t, et par F'tfce qu’elle de¬ 
vient quand on y change x, y, z, en x 1 , y, z' ; faisons en¬ 
suite 


d.F't 

dx' 


COS. ^ + 


d.F't , d.F't „ 

. COS. S H- 7—7— COS. S =11 1. 

djr dz 


Si l’on substitue successivement dans l’équation (i 4 j, les deux 
valeurs de 9, et que l’on retranche l’un de l’autre les résul¬ 
tats de ces substitutions, il suit de sa forme linéaire par 
rapport à <p, que les termes dépendants de la fonction Ff 
resteront seuls dans cette différence ; et en mettant à la place 
de Q, l'intégrale que cette lettre représente, nous aurons 

F t + k /^(yyiiey—^Fe)/'(<—0)<i0=o. 

La question consiste donc à prouver que cette équation n’a 
d’autre solution que F* = o, ce qui se démontrera par un 
raisonnement semblable à celui du n° i 5 . 

D’abord, il est évident qu’on a F£=o quand t— o, puis¬ 
que l’intégrale relative à ô s’évanouit avec t. Admettons pour 
un moment qu’on ait F£=o, et par conséquent n£=o, 
depuis t — o jusqu’à une certaine valeur t — a; et prouvons 
qu’on aura aussi Ff = o jusqu’à i = a + 8 étant infini¬ 

ment petit. Or, én négligeant le carré de l’équation pré¬ 
cédente donne 

Fia + v + tj^^fJahj— < 0)dt, 

+ Kff na T~T Va )S'W*= 0 '’ 


DU MAGNÉTISME EN MOUVEMENT. 47 

et à cause que, par hypothèse, les fonctions comprises sous 
l’intégrale relative à Ô sont nulles entre ses limites, aussi bien 
que F<z et n a , il en résulte qu’on a F {a + $) = o ; d’où l’on 
conclura sans-difficulté F^ = o pour toutes les valeurs de t. 

Ainsi, dans chaque cas particulier, il suffira de trouver 
une valeur de <p en fonction de oc,y, z et f, qui satisfasse 
à l’équation (i4), pour en avoir la solution complète. 

§. III. 

Application à une sphère homogène, tournant uniformément 
sur elle-même, 

(îq) Pour fixer les idées, nous supposerons Taxe de rota¬ 
tion horizontal. Nous placerons l’origine des coordonnées 
qui entrent dans les formules précédentes, au centre de la 
sphère. Les x positives seront comptées sur cette droite, du 
côté du sud ; l’axe des z positives sera vertical et dirigé de 
bas en haut, et celui des y positives, horizontal et tel qu’en 
tournant, les points de la sphère aillent du premier au second 
axe. Soit r le rayon vecteur du point M , extérieur ou inté¬ 
rieur, qui répond aux coordonnées#,/, z; à l’origine du mou¬ 
vement, désignons par u l’angle compris entre cette droite 
et l’axe des x, et par a» l’angle que fait le plan de ces deux 
droites avec celui des a;, z. Si nous représentons par n la 
vitesse angulaire de la sphère, qu’on suppose constante, 
l’angle v deviendra nt -h v au bout d’un temps quelconque t, 
compté de cette origine ; et à cet instant, nous aurons 

#=/*cos.w, y=rrsin.7/sin.(/if+'y), z=/’sin.«cos.(rc£-h v). 

Soient en outre /•', u' et V, ce que deviennent les variables 
r, u et v, relativement à un point M' de la sphère dont 
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x',y\z', sont les trois coordonnées. En appelant $ l’angle 
compris entre les deux rayons vecteurs r et r\ on aura 

cos. $= cos. u cos. iï -h sin.wsin.tt'cos. (y — V ); 
et la distance p de M à M' sera donnée par l’équation : 
p a =r* -+- r" — irr' cos.8. 

Au lieu d’une sphère entièrement pleine, nous considére¬ 
rons, pour plus de généralité, une sphère creuse dont la 
partie pleine aura une épaisseur constante. Nous désigne¬ 
rons par ci et b, les rayons de ses deux surfaces concentri¬ 
ques, de sorte que a — b soit cette épaisseur. Cela étant, pour 
former la quantité Q, nous aurons à la surface extérieure : 

x' , r* „ z’ , 

cos.j=-7, cos. s = — , cos.s , r =a , 

r' 7 r' 7 r 7 

d(à=a 1 sin.w' du' dv; 


et à la surface intérieure : 

x' y' „ z' , , 

cos.s= —-p-? cos. .y ——— , cos .s =— — , r=b, 

dtû= & 2 sin. u'diï dv 

par conséquent l’équation (i 3 ) deviendra 


0 -»“•//- 


sin. u ' du' dv' 


P, 


-kb 


jj- 


‘ê'sin. u' du'dv' 


f. 


(> 5 ) 


et p a étant les valeurs de p relatives à r'=a et r'—b; v 
et 6', celles de qui répondent à ces mêmes valeurs de ; 

et les intégrales étant prises depuis w’ = o et v' = o, jusqu’à 
u'=it et v' = 2k. Pour les effectuer, il sera nécessaire de 
développer p, et p, en séries convergentes, ce qui exigera 
qu’on ait égard à la position du point M. 
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Si ce point appartient à la partie pleine de la sphère, 

en sorte qu’on ait r > b et < <2, on développera - suivant les 

' 1 ^ 

puissances croissantes de £, et ^ suivant celles de - ; on 
aura, de cette manière : 



H—tztP. + etc., 
a' -1- * 


=; + ^p. + ^ p - 


-^-P, + etc.; 

r ,+ I 


P, étant dans les deux séries, la même fonction de cos. î, 
rationnelle, entière et du degré i. En appelant Q ( , le terme 
de Q correspondant à P,, on aura donc 


Q. 


^y'a'P.sin. üdu'd'v'- 


P. S ^ n - u dudv' ; 


et il faudra substituer à la place de Q, dans l’équation (i 4 ), 
la somme de ces termes depuis i=o jusqu a i =00 . 

Nous supposerons enfin que la sphère creuse soit aimantée 
par l’influence d’une force qui soit la même en grandeur et 
en direction pour tous ses points, telle que l’action magné¬ 
tique de la terre, par exemple. La quantité V dont les dif¬ 
férences partielles prises avec des signes contraires, expri¬ 
ment les composantes de cette force, sera une fonction linéaire 
de a;,y,z; et en y mettant pour ces coordonnées leurs va¬ 
leurs précédentes, elle prendra la forme : 

V == — mrcos. u —m'rsin. wsin.r— m" rsin. cos. v; 

m, m\m" étant des constantes positives qui dépendront de 
l’intensité et de la direction du magnétisme terrestre au lieu 

7 
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et à l’instant de l’observation, et de l’orientation de l’axe de 
rotation de la sphère. On mettra donc cette valeur de V avec 
celle de Q dans l’èquation (i 4 ), ou plutôt dans sa différen¬ 
tielle relative à r, afin d’en déduire, en la résolvant ensuite, 

la valeur de ^ que nous aurons seulement besoin de con¬ 
naître. 

(20) En ayant égard aux propriétés connues des fonctions 
on v °it immédiatement que la valeur la plus générale 

1 do . . ,■ 

de -j~ r qui puisse satisfaire à cette équation, sera de la forme : 


d o 

j- r = Rcos.m 4- R sin. u sin.(rc£ 4- v) 4- R" sin. n cos. (nt -t-'v); 


R, R', R", étant des fonctions inconnues de r et £dont cha¬ 
cune n’aura qu’une seule valeur possible, d’après la propo¬ 
sition du n° 18. 

Si r on représente ce que ces quantités deviennent, par 
A, A', A", quand on fait r—ci , et par B, B',B", dans le cas 
de r=b , on aura 


a' = A cos. u'-h A'sin. u' sin. (n t 4- 7/) 4 - A" sin. u' cos. ( n t 4-7/), 
ê'=B cos. u' -f- B'sin. z^'sin. {n t 4- v') 4- B” sin. u' cos. (rc t 4- v') ; 

et d’après les propriétés de P, , il en résultera 


^ya'P.sin. u'clu dv'= o, JJ&Y? { sm.u'du' dv'=o, 


excepté dans le cas de l’indice i= 1 , pour lequel on aura 

si* ,sin. u du’dv , = ~[ A cos. u 4- A' sin.zzsin.(rc£ 4 - v) 

+ A" sin. u cos. (n t 4- v )], 
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//«* x sin. u' dü dv '[B cos.w -t- B'sin.wsin. (lit + v) 

+ B" sin. u cos. {n t -h v)]. 


La valeur de Q relative à la partie pleine de la sphère ne sera 
donc composée que du seul terme relatif à cet indice; et en 
la différentiant par rapport à r t nous aurons 


d Q 4«*[Ya 2 BÆ 3 'N s aB'Æ 3 \ ... N 

^=-y- (A H—^7 —J cos. u f A H—^3—Jsin.wsin.(7i^-h / y) 

-4-^A /, -4-^2 r »^ s in.MCOS.(/if+'i;). 
Je substitue actuellement les valeurs de ~, ^2 e t ~ 

dr 7 dr dr 

dans l’équation (i 4) , différentiée par rapporta r; et en 
égalant séparément à zéro , les coefficients de cos. u, 
sin. u sin. (ji 1 4- v) et sin. u cos. (nt-t-v), j’obtiens ces trois 
équations : 


R +Pr' 


-R). 

i 

, s ; 

II 

O 



-R' 

y 

)— ■ m ']( N '+?) 

+ 

1-1 

oj a 
** 

(A" + ^ 

— R" 

) — m "j N=o, 

»•-[¥( 

A’ + ^l 

- R 0 

, — to']n 


+ [i^(A"+^-R")- w "](N'+ ? )=o, ] 
dans lesquelles on a fait, pour abréger, 


7 ■ 
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f sin.tt(£ — —G)<iG —N, 

J o 

f [cos. n(t — o)—i] i /'(f— ô)û?ô =N'. 

'F O 


Dans les premiers instants de la rotation delà sphère, ces 
trois intégrales q, N et N' seront variables, et leurs valeurs 
dépendront de la forme inconnue de la fonction ft du n° 9; 
mais elles se changeront en des quantités constantes dès que 
le temps t aura acquis une grandeur sensible. En observant 
qu’on af(t — G) = o, à la limite G = t, on voit que q ne 
sera autre chose que la valeur constante d eft qui aura lieu 
à cette époque. Pour que les éléments de N et N' ne soient 
pas nuis à raison du facteur /'(£—G), il faudra que G ait 
aussi des valeurs qui different très-peu de celles de t; et si 
l’on fait t —Q=a?, les valeurs constantes de N et N' seront 


N=/sin .nxf'xdx, N'= J [cos .nx — i)f xcLx; 


les intégrales étant prises dans la petite étendue des valeurs 
de x pour lesquelles ^'x n’est pas nulle , ou, ce qui revien¬ 
drait au même, depuis x= o jusqu’à x=cc. (Test à partir de 
cette époque que nous nous bornerons à considérer l’action 
magnétique de la sphère tournante. 

(21) En faisant successivement r=a et R=A, r—b et 
R = B, dans la première équation (16), il en résulte deux 
autres, d’où l’on tire 

A mk,[(l+k x )a* — ik^b*} 

“3“ A — (!+*,)«»-aV** * 

4-rc£ p _ mk 1 (1 — k T ) a z 

3 ’ 
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en posant 

De même , si l’on fait dans les deux dernières équa¬ 
tions (i6), d’abord r=a, R'=A\ R"= A”, et ensuite r = b, 

R ==B', R"=B", on aura ces quatre équations : 

+ 8|^[B'(N’-t- ? ) + B"N]=m'(N’ + ?) + TO"N, 

+ [B"(N'-t- q)— B'N]= m" (N' + q) — m' N, 

+ [(A’+ B')(N’ H- q) + (A"+ B”)N]=m’(N'+ q) + m "N, | 

- + i|*[(A"+B")(N’+ç)—(A'-4-B')N] = m"(N'+ç)—m'N,j 

desquelles déduira les valeurs de A , B', A", B". 

Ces constantes, ainsi que A et B, étant connues, les quan¬ 
tités a' et ê’ le seront aussi. En substituant leurs valeurs dans 

réquation (i5), et développant j- et ^ en séries convergen¬ 
tes, on formera la quantité Q relative à un point M qui n ap¬ 
partient pas à la partie pleine de la sphere creuse. Si le point 
M est situé dans l’espace vide quelle renferme, les déve¬ 
loppements devront se faire suivant les puissances de r - et 
-, et s’il est extérieur, selon les puissances de ^ et Dans 
ces deux cas, la valeur de Q se réduira à un seul terme, 
savoir : 

Q= 1 |A[(A — B)rcos.w-h (A'—■B’)rsin.wsin.(/i£ + 'i>) 

4 - (A"—B")rsin.MCOS. (nt + v)]. 
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dans le premier cas, et dans le second : 

K^ 3 —B£ 3 )rcos.w 4 -(A'æ 3 —B'6 3 )rsin.usin.(n t+v) 

+ (A "a 3 —B"& 3 )rsin. uQos.(ut+ <y)] ; 

ou bien en remettant les coordonnées x, y, z, du point M 
à la place de leurs valeurs : 

Q=l|%A-B)*+(A'_B') r +(A"-F') z ], 
Q = T^[.(. Aa '—' Ëb3 ) x + (& a *—'B'b l )y + (A:'a l —'&"b 1 )z}. 

Le temps n’entrant pas dans ces formules, il en résulte 
que, passé les premiers moments de la rotation, dont nous 
avons fait abstraction, l’action de la sphère tournante sur 
un point donné sera constante en grandeur et en direction. 

De plus, la première valeur de Q étant linéaire par rapport à 
x, y, z y cela montre que cette action sera la même pour tous 
les points de l’espace intérieur. Quant aux points extérieurs, 
les composantes parallèles aux axes des x, y, z f déterminées 
par les équations ( 3 ), auront pour expressions : 

x =-lÿ[^A« 3 -Bè J j - 3 (AV~B'^ 

— 3(A"a 3 —B''è 3 )^] , 

Y=—ITT [(AV-B 'b’) (i -iQ_ 3 (Aa J -B^ 

— 3(A'V— B"£ 3 )-^J , 

Z = “TrT [(A'V-B"i 3 ) (, —~)—3(Aa 3 —Bè 3 )^ 2 

— 3 (A'a 3 -B'è 3 )^] • 
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Ces forces varieront avec les coordonnées du point M sur 
lequel elles agissent, suivant les mêmes lois, soit que la sphère 
creuse soit en repos, ou qu’elle soit en mouvement; et l’on 
pourra ramener immédiatement le second cas au premier, 
en changeant convenablement les composantes perpendicu¬ 
laires à l’axe de rotation, de la force qui produit l’aimanta¬ 
tion. 

En effet, supposons qu’on arrête le mouvement delà sphère, 
ou qu’on fasse n = o , et qu’en même temps on substitue des 
forces m , et m aJ aux forces m' et m" para Hèles aux axes desj- 
et z ; les valeurs de A et B ne seront pas changées, et celles de A', 
B', A", B", qui se rapportent à ce nouvel état, seront respec- 

tivement A-^-, B A — , B—; par conséquent, on aura 


—B b 3 ) r 

m 

3 rn^ 3 m f ocy 3m a a:z~\ 

Zmr 3 l 

r* J r a r’ J » 

4r£(Aa 3 — B£ 3 ) 

\m f. 

3r*\ 3 mxy 3w,y2l 

3 mr 3 

r- v 

1 r-; r- r~\ 

4ir*(Aa a — B£ a ) 

[ m ,(: 

3 z * \ 3 mx z 3 ni t yz 1 

3 ni r 3 

J r % r a J 


Or, on fera coïncider ces formules avec les précédentes, en 
prenant 


(Aa>—B£ 3 )^ = AV —B’6% (Aa’—B£’)^=A'V—B"A\ 


pour déterminer m t et m t ; ou bien, en mettant pour A et B 
leurs valeurs : 
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Jc j ( i -f- k t ) (g 3 — b*)a 3 m, 
(i-i-JcJa 3 —2 k*b 3 


i|i(A "a'—ü'V)- 


celles de A', B', A", B", e'tant toujours tirées des équations (17). 

(22) Pour appliquer ces formules à des exemples simples, 
supposons d’abord la sphère tournante, entièrement pleine. 
Nous aurons b = o; et les équations (17) donneront 

A' = (N' - 4 - q)m' + N m\ A"=(N' + q)m"— Ntt*' ; 

d’où l’on conclura, en ayant égard à ce que Jc t représente, 


m t — m' 


N ’m' 
9 


N m° 

9 ’ 


_ N 'n? 
9 


9 


Ce sont les forces parallèles aux axes des y et 2, qu’il 
faut ajouter à m’ et m pour ramener la sphère tournante au 
cas où elle serait en repos. Or, on voit quelles équivalent 
à deux autres forces parallèles au plan des y, z , l’une ayant 
la même direction que la résultante de m et rri \ et pour 

valeur N [/m'-i -ni —^ p autre perpendiculaire à cette résultante 


et égale à 


N \/rrï'-+. m "' 
9 


Si l’on considère la petitesse des 


valeurs de x dans les intégrales N et N ', et si la vitesse n 
n’est pas extrêmement grande, on pourra développer sin./i# 


et cos. n x sous les signes J, en séries convergentes suivant les 


puissances de nx; et en négligeant le cube et les puis¬ 
sances supérieures, on aura simplement 


N = 


-n jxf'xdx , N‘ =— ^n l j'x'f'xdx; 
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où l’on voit que N' sera très-petite par rapport à N, et par 
conséquent aussi la première force additive relativement à la 
seconde. Donc, pour ramener une sphère tournante au cas 
du repos, il suffira d’ajouter aux forces qui produisent son 
état d’aimantation, une force à très-peu près normale au 
plan de leur résultante et de l’axe de rotation. 

Ce résultat s’accorde avec la proposition que M. P. Barlow 
a énoncée, et qu’il a conclue de ses expériences sur l’action 
d’une sphère de fer fondu, de huit pouces anglais de dia¬ 
mètre, à laquelle il avait imprimé une vitesse de rotation 
de 720 tours par minute (1). Selon cette proposition, la force 
additive serait exactement normale au plan dont nous par¬ 
lons ; il en faut donc conclure que malgré la grandeur de 
la vitesse employée, le rapport de N' à N est encore insen¬ 
sible dans le fer fondu ; ce qui suppose que la décomposi¬ 
tion du fluide neutre s’y fait dans un temps x , extrêmement 
court, et tel que l’arc nx décrit dans ce temps avec une 
vitesse d’une circonférence par cinquième de seconde, n’a 
pas néanmoins une grandeur sensible ; circonstance qui n’em¬ 
pêche pas que l’intégrale N n’ait une valeur comparable à la 
quantité^, à cause que les valeurs variables de fx peuvent 
être extrêmement grandes par rapport à sa valeur finale (n° 9). 

Quant au sens dans lequel la sphère tournante exerce son 
action, pour le fixer clairement, supposons, avec le même 
physicien, qu’on ait neutralisé les composantes horizontales 
m et m' du magnétisme terrestre, au moyen de deux aimants 
convenablement placés; et considérons cette action sur un 


( 1 ) Transactions philosophiques, année i8a5, deuxième partie. 
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point M appartenant à l’axe des y, Nous aurons alors m — o, 

rà'=o,a?=o,:z=b; par conséquent 

A'=N/ra", = + 

et ensuite 

v v rj 4 7ï ^(N / +q)m" a 3 

/\. - û • Jl - 3 3 | " 1 0 3 * 

7 or or 3 

D’après les expériences sur l’action des plaques tournantes, 
l’intégrale N est positive dans toutes les substances ; la force 
Y l’est donc aussi, c’est-à-dire qu’elle tendra à éloigner du 
centre de la sphère, les particules boréales situées du côté 
des j positives, et à en rapprocher celles qui tombent du côté 
des y négatives. Si donc on a placé sur l’axe desjr, le point 
de suspension d’une boussole rendue indifférente au magné¬ 
tisme terrestre dans les directions horizontales, comme la 
sphère que noufc considérons, l’action de cette sphère tour¬ 
nante la dirigera suivant cette droite; et son pôle sud, où 
est concentré le fluide boréal, s’éloignera ou s’approchera 
de la sphère, selon que l’aiguille sera placée du côté des y 
positives ou du côté opposé, c’est-à-dire, selon qu’en tour¬ 
nant, la partie supérieure de la sphère s’approchera ou 
s’éloignera de l’aiguille : résultat entièrement conforme à ce 
que M. P. Barlovv a trouvé par l’expérience. 

Observons encore que si la quantité N' n’est pas absolu¬ 
ment nulle, la force Z dépendra de la rotation de la sphère; 
en sorte que si l’aiguille était équilibrée et parfaitement hori¬ 
zontale avant que le mouvement ait commencé, elle prendra 
une petite inclinaison due à l’action de la sphère tournante; 
et la grandeur et le sens de cette inclinaison, s’il est possible 
de l’observer, feront connaître la grandeur et le signe de N'. 
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(a 3 ) En faisant n= o, et par suite N=o et N'=o, les 
formules du n° 21 se rapporteront à 1 action de la sphere 
en repos, et elles deviendront (1) : 



3 m'xy 3w"æz] 

r' r' J ’ 


3 m xy 3 m"y z ~| 

r 1 r* J ’ 


3 mxz ^m r yz~\ 

r 3 r' J ’ 

iphère est entièrement pleine. Dans le cas contraire 


il y faudra remplacer le facteur k x par la quantité : 

(i + ^,)« 3 — 

L’expérience a prouvé que la valeur de k . relative à la ma¬ 
tière du fer est très-peu différente de l’unité; doù il résulte 
que cette quantité est aussi à très-peu près égale a un, excepté 
lorsque l’épaisseur a — b est nulle ou très-petite. En général, 
l’action d’une sphère creuse, de fer et en repos, est donc à 
peu près indépendante de son épaisseur, et égale a celle d une 
sphère pleine, de la même matière et de même diamètre : 
ii n 5 y a d’exception que quand l’épaisseur est une certaine 
fraction du rayon, d’autant plus petite que la différence 1— k , 
est moins considérable. C’est, en effet, ce que M. P. Barlow 

(1) Ces formules sont les mômes que celles du n° 9 de mon second 
Mémoire sur le magnétisme ; en observant que a, 6, y, sont égaux et de 
signes contraires à ; remplaçant k par k et faisant attention 

qu’ici les forces X, Y, Z, sont censées agir sur une particule boréale, et, 
dans ce Mémoire, sur une particule australe. 


8. 
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avait conclu de 1 expérience avant que je l’eusse déduit de la 
théorie dans mon premier Mémoire sur cette matière. Mais 
on verra tout-a-1 heure que ce résultat singulier ne subsiste 
plus dans le cas d une sphère en mouvement. 

Si Ion place au point M, le point de suspension d’une 
boussole horizontale, dont la longueur soit très-petite par 
rapport à sa distance à la sphère, l’action de ce corps sera à 
peu près la même en tous les points de cette aiguille, qui se 
dirigera, par conséquent, suivant la résultante de cette ac¬ 
tion et de celle de la terre. En menant donc, par le point 
M , un axe parallèle à celui des x positives, et désignant par 
£ , l’ an gle compris entre cette droite et la partie de l’aiguille 
qui aboutit à son pôle sud, où est concentré le fluide bo¬ 
réal , nous aurons 


tang. £ 


Y + m ' 

X —J— t/i 


De même, s’il s’agit d’une aiguille d’inclinaison dont le point 
de suspension soit placé au point M, dont la longueur soit 
aussi très-petite par rapport à son éloignement de la sphère, 
et, enfin, dont le plan dans lequel elle peut tourner, passe 
Par centre de ce corps, elle se dirigera dans ce plan, sui¬ 
vant la résultante des forces horizontales l/X J +Y 3 et \ 
et des forces verticales Z et m". Si donc on désigne par y 
l’angle que fait la partie de cette aiguille qui aboutit au pôle 
sud, avec la verticale tirée de bas en haut par son point de 
suspension, on aura 


tang. © = 


\/( X—h/7z) 3 —t- (Ÿ+w')' 


On rendra ces formules plus exactes, en leur faisant subir 
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des corrections relatives, soit aux longueurs des aiguilles, 
soit à leur action sur la sphère. 

En désignant par l la demi-longueur de la première ai¬ 
guille, et supposant qu’elle soit maintenue horizontale malgré 
l’action de la sphère,' z sera l’ordonnée verticale commune 
à tousses points, et #±Zcos.e,j±/sin.e, les coordonnées 
horizontales de ses deux pôles. On aura donc les composantes 
horizontales de l’action de la sphère en chacun de ces deux 
points, en substituant ces coordonnées à la placede x ety dans 
les expressions de X et Y. Nous prendrons ensuite pour ces 
forces les demi-sommes des valeurs relatives aux deux extré¬ 
mités de l’aiguille ; et en négligeant les puissances de l supé¬ 
rieures au cube, ces valeurs moyennes seront 


X + 
Y-h 


i fd' X . a- a. 7, . a* 2L , . 

cos * £ + 2 ~rzzn .* sin.ecos.e+^5—-/’sin 


K : 


dxdy 
d'Y 


dy 

d'Y 


d'Y Jt d'Y 7l . d" 

JT ' 1 C0S ' e+2 ^^ sin -‘ cos ' e + Tÿ 


/’sin 



qu’il faudra mettre au lieu de X et Y dans l’expression de 
tang. e. Soit aussi V la demi-longueur de l’aiguille d’inclinaison, 
u la distance de son point de suspension à l’axe des z, \ 
l’azimut de son plan, en sorte qu’on ait 

x—ucos.l, j=wsin.X; 


désignons par U la force horizontale \/ÇL -h m)' +(Y + m’f ; on 
trouvera, en négligeant la quatrième puissance de que les 
forces Z et U doivent être remplacées dans tang. <p par 


rj i /«* Z i, . d* Z j, . d % Li 7 , \ 

Z + cos - f +2 dJdH l sin ? cos •?+ sin.’yj, 

ii , * f d * U j, d' U ,, . d 'U j, \ 

cos - s> n ?cos. ? + 7i:r /-sin.^ 
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Appelons \k la quantité de fluide boréal, réunie au pôle 
sud de la première aiguille. Les composantes suivant les 
axes des#, jr, z, de l’action de ce pôle sur une particule bo¬ 
réale située au centre de la sphère, seront respectivement: 

_[ * ( X +1 cos. e) _ fx(jr+/sin.6) ^ z 

p 3 ’ p 3 ’ 7' 

en faisant, pour abréger, 

p i = r*— 2.x /cos. e — 2yls\n. e 4- 

On en déduira l’action du pôle nord, en y changeant les 
signes de et l. Nous supposerons le rayon de la sphère 
assez petit par rapport à l’éloignement de l’aiguille, pour 
qu’on puisse regarder l’action de chaque pôle comme cons¬ 
tante dans toute son étendue, et la même pour tous ses points, 
que celle qui a lieu sur son centre. Il faudra alors ajouter 
aux composantes m, l’action de la terre, la somme 

des composantes suivant chaque axe, provenant de l’action 
des deux pôles; et en négligeant le cube de l, on voit que 
les quantités m , m\ m'\ comprises dans les expressions de 
X et Y, devront être diminuées respectivement de 



avant de substituer ces deux forces dans tang.e. On verra de 
même qu’avant de substituer les forces Z et U dans tang. 9 , il 
faudra diminuer les quantités m, m\ contenues dans 
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leurs expressions, de 

apt//' r ■ 3-r (arcos.Xsin. ç -|- /sin. Xsin.Ç.-hscos. <p)l 

-y cos.Xsin.9 H ---—-J > 

oil'I'?. . 3 r tecos.Xsin.ç -hjsin.Xsin.cp H-£cos.<p )1 

~£— sin.X sin. <p H ---p-J » 

ou//' r 3 2 ('arcos.'Xsin. ç 4 -r s * n -^ s * n ? + z cos -?)l . 

-p- [ cos * ? +- 7 ~ J ’ 

jx.' étant la quantité de fluide boréal, réunie au pôle sud de 
l’aiguille d’inclinaison. On déterminera, comme on sait, les 
valeurs de {i .l et ^ 1 que ces formules renferment, d’après 
les durées des oscillations des deux aiguilles, soumises a la 
seule action du magnétisme terrestre. 

En ayant égard à ces diverses corrections, on pourra 
calculer avec une grande précision , les déviations d’une 
boussole horizontale et d’une aiguille d’inclinaison, dues 
à l’action d’une sphère en repos, aimantée par 1 influence 
de la terre, pourvu que les aiguilles ne soient pas très-rap- 
prochées de la surface de ce corps. Une seule déviation ob¬ 
servée suffira pour déterminer la valeur de la constante À*,, 
relative à la matière dont il est formé, et à son degré de 
chaleur. 

Dans le cas d’une sphère en mouvement, il suffira, comme 
on l’a vu plus haut, de remplacer dans toutes ces formules, 
m’ etm" par m t et que l’on regardera comme des quan¬ 
tités inconnues, à raison désintégrâtes N et N quelles con¬ 
tiennent dans leurs expressions, et dont on déterminera, au 
moyen de deux déviations observées, les valeurs relatives à la 
matière et à la vitesse de la sphère tournante. Les valeurs de 
m l et m x feront connaître celles de N et N' qui répondent 
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a la même matière et la même vitesse; et tant que ni l’une 
ni l’autré ne changeront, on emploiera les mêmes valeurs 
de N et N , pour calculer, au moyen des formules prece¬ 
dentes , les déviations dues à des sphères d’un diamètre et 
dune épaisseur quelconques, et dans telles positions qu’on 
voudra de 1 aiguille aimantée. Lorsque la vitesse de rotation 
changera, on observera qu’en réduisant chacune des inté¬ 
grales N et N' au premier terme de son développement, 
l’une est proportionnelle à la première puissance de cette 
vitesse, et 1 autre a son carre (n° 22), en sorte que leurs va¬ 
leurs seront connues pour une rotation quelconque , quand 
elles auront été déterminées pour une vitesse particulière. 
Mais si l’on veut conserver plusieurs termes dans les déve¬ 
loppements de N et N', il sera toujours possible de déter¬ 
miner leurs coefficients au moyen d’un pareil nombre de 
déviations observées, et correspondantes à des vitesses de 
rotation différentes. Tous ces calculs n’auront de difficulté 
que leur longueur ; et l’on pourra leur donner une précision 
au moins égale à celle que l’on peut attendre des obser¬ 
vations. 

(a 4 ) Il suffira d’un exemple particulier pour montrer que 
l’action d’une sphère tournante, dont le fer est la matière, n’est 
pas la même,comme celle d’une sphère immobile, quand elle 
est entièrement pleine, ou quelle renferme un espace vide 
dans son intérieur. Nous choisirons pour cela l’exemple dont 
le calcul est le plus facile, et, d%s cette vue, nous suppose¬ 
rons quon ait Nous ferons £,= 1 9 et nous néglige- 

N'. On a, dans cette hypothèse, 


rons 
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et en résolvant les équations (17), on trouve* 

4^* A' *»'(3ir —p*)+A”i"p 

3 A — 3-h f 

A „ m"(3— P*') — A m 'p 

~ A — 3 +^ ’ 

2 — m "p 

~r~ ~~ 3 + P \ > 

2 p„_ m”p* m'p 

“3" “ 3 + /»- ’ 


où l’on a fait, pour abréger, 


4tc£ 


N=». 


Au moyen de ces valeurs, les formules du n° 21 deviennent 

x = x --i^+F) [( m 'P - 3to ") ¥ : +> + 3 »')^], 

Y=Y ' + ^( 3 +^) [( ra > — 3 "»")(«—^-) — 3 ( w > + 3to ') 7 ?] - 

z=z - + ?p- (3+> i [ (m '> + 3 - 3 p-’)— 3 ( m 'p— 3m "> y] ; 

X t , Y,, Z„ étant les valeurs de X, Y, Z, qui auraient lieu dans 
le cas de la sphère immobile. 

Maintenant supposons que la sphère soit entièrement pleine, 
son rayon a , la matière dont elle est formée et sa vitesse, 
restant les mêmes, et par conséquent aussi la quantité p. On 
aura toujours 

A r» _ 

A=m, b = o.. 

En faisant b = o dans les équations (17), et observant qu’on 

9 


\ 



suppose k z = i* et N' = o,on en déduit 

4 k A ' / 4 w Æ A1/ n , 1 

“Y A —ra , ^—À = m —pm'\ 

les formules du n°2i deviendront donc 

x = X, + ?#) , 

v v jjT 1 • 

7.= Zl + ^[„'(,_t;) + 3»,-e]. 

Or, en comparant ces valeurs de X, Y, Z, aux précédentes, 
on voit que les actions exercées sur un même point, par les 
deux sphères, formées de fer, du même diamètre, tournant 
avec la même vitesse, l’une pleine et l’autre creuse, seront très- 
différentes en grandeur et en direction, tandis qu elles seraient 
égales si les deux sphères étaient en repos. Ce résultat remar¬ 
quable aurait également lieu pour deux sphères creuses dont 
les épaisseurs différeraient sensiblement : les déviations 
quelles feraient éprouver à la même aiguille, pendant leur 
rotation , différeraient aussi ; et c’est un point de théorie 
qu’il serait important de vérifier par l’observation directe. 

i*- 

§ IV. 

Application a une plaque homogène, tournant uniformé¬ 
ment sur elle-même . 

( 25 ) Nous supposerons l’axe de rotation vertical ; les deux 
faces de la plaque seront planes et horizontales; nous re- 
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garderons ses bords comme assez éloignés des points sur 
lesquels elle agit, pour que leur influence mutuelle soit 
insensible; et nous traiterons, en conséquence, son diamètre 
comme infini. La détermination de l’action des bords, sur¬ 
tout à cause de leurs arêtes, présente des difficultés d’ana¬ 
lyse qui peuvent se rencontrer dans d’autres questions , et 
dont nous renverrons l'examen spécial à un autre Mémoire. 

Nous désignerons par 2 b, l’épaisseur constante de la 
plaque ou la distance mutuelle de ses deux bases,.et par n 
la vitesse angulaire, aussi constante; de son mouvement de 
rotation. Nous placerons l’origine des coordonnées rectan¬ 
gulaires qu.e comprennent les formules générales, sur 1 axe 
de rotation, à égale distance des deux bases; 1 axe des x 
positives sera vertical et dirigé de bas en haut ; le plan de 
x, z , coïncidera avec le méridien magnétique; l’axe des z po¬ 
sitives sera dirigé vers le sud, et celui des y positives, de ma¬ 
nière que les points de la plaque, pendant leur rotation , 
aillent du premier au second axe. Nous appellerons r la per¬ 
pendiculaire abaissée du point M de la plaque dont les coor¬ 
données sont x^y-.+z', sur l’axe des x ; ayant que le mou¬ 
vement ait commencé, nous représenterons par u l’angle 
compris entre cette droite et une parallèle à l’axe des 2 po¬ 
sitives; au bout du temps quelconque t , cet angle deviendra 
nt -4- u par l’effet de la rotation, et les coordonnées horizon¬ 
tales y et z de ce point M auront pour valeurs : 

j=rsin. {nt-t- m), z=rcos. (nt + u). 

Soit M' un point appartenant à l’une des deux faces de la 
plaque ; x\y,z \ ses trois coordonnées rectangulaires, et r et 
u les valeurs de r et wqui s’y rapportent. Sa distance p au 

9* 
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point quelconque M de la plaque, qui entre dans l’expres¬ 
sion de la quantité Q (n° 16), ne dépendra pas du temps 
t, et la valeur de son carré sera 

f={x — x'y + r 2 — 2;*r'cos. [u — u) + r'\ 

Il s’agira, d’après cela, de former l’intégrale que Q représente, 
et de la substituer dans l’équation (i4)î mais auparavant nous 
conviendrons, afin de simplifier les notations, de faire gé¬ 
néralement : 

• i 

(^’ + r 1 -h r ' 3 — 2rr'cos.v) â =f (£,r,r,' cos.'v), 

en sorte que f indique une fonction indépendante du signe 
de \, symétrique par rapport à r et r\ et dont la valeur 
sera toujours positive. 

(26) Pour tous les points des deux bases de la plaque, on 
aura 

x — ± b, cos.^— d= 1, cos. .^=0, cos. s"=o,diù—r dr'du -, 

les signes supérieurs ayant lieu pour la face supérieure, et 
les signes' inférieurs pour la face inférieure. Pour chacune de 
ces deux surfaces planes et indéfinies, l’intégrale double devra 
être prise depuis r — o et 11= o jusqu’à r — 00 et u , = 2 t:\ 
et puisque l’on fait abstraction des bords de la plaque, la 
valeur de Q résultant de l’équation (i 3 ) sera 

Q= y o X (/[*- w cos . («-«’)] ®) 

— f\P + ^r,r,r,cos. ( u — u ')] ) r dr du', 
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en désignant par et ^ es va ^ eur6 ( * e Tx> ^ ans 

lesquelles on fera, après les différentiations, x'=b pour avoir 
et x’=—b pour obtenir [^7] • 

Si l’on substitue cette valeur de Q dans l’équation (i 4 ), 
et que l’on différence ensuite par rapport à x, sous les 
signes d’intégrations qui sont relatifs à r', u et 0 , on aura 

2 + f n (£ + («) 

où l’on a fait, pour abréger, 

X= f C lf’[b — x,r,r',cos.(u— W)]{b— x) (%)) 

^ o J o \ \{b) 

+f 1 [b + x,r,r',cos.{u — u')]{b + x) [^] j r'dr'du' :\ 

on se souviendra que cette quantité X devra répondre a £=ô, 
aussi bien que V, et <p,. A la limite où Ion suppose 1 épais¬ 
seur de la p^ique infiniment petite, X conserve une valeur 
finie que l’on peut déterminer, comme on va le voir, sans 
connaître celle de la fonction <p. 

{27) En ayant égard aux facteurs b—x et b +x, compris 
sous le signe JJ, et qui sont infiniment petits dans cette hy¬ 
pothèse, il est évident que cette intégrale double X n aura 
de valeurs finies que pour celles des variables r et u qui 
rendront infinie la fonction f, c’est-à-dire, pour des valeurs 
de r et u infiniment peu différentes de r et u. Il suffira donc 
d’étendre les intégrations à des valeurs de r—r et u — u, 
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positives ou négatives, mais infiniment petites; par consé¬ 
quent dans toute leur étendue, les quantités &) « m 

pourront être regardées comme constantes et égales à 

\_dx J re P on dent a r =r et u'—u. Ainsi nous aurons 

d’abord, en remettant pour la fonction/*, ce quelle repré¬ 
sente : 

X =r f—') ff — — x ) r 'dr'du' 

^ X ^ [[b —r* — 2 rr[ cos. {u' — u) -f-r ,a ] r 

f f. _ (b + ac)r'dr f du' 

^ X ^[{b t- a?)* -+- r *—2 rr'cos. ( u' —m)-+- r'*]T 

Mais maintenant les coefficients de dr du' sous les signes 
jj'étant infiniment petits dès que l’une des différences r — r 

ou u—u aura acquis une grandeur finie, il en résulte que 
sans changer les valeurs de ces intégrales, on peut y com¬ 
prendre des valeurs de r' et u' qui différeront sensiblement 
deretw, et rétablir, si l’on veut, leurs limites primitives 
r'=o et r '=.oo , u' = o et u =2t. Cela étant• si l’on fait 

u'=u-hv, du’=dv, 

les limites relatives à v seront toujours ^=0 et v = 2n; et 
en désignant par w une constante positive, qui représentera 
b — x onb-\-x } on trouvera par les règles ordinaires : 

Z" 00 Z* 2 "_ ur'dr'dv _ Ç 2 77 <0 1/V -|- r ' dv 

Jo d 0 [ w . + r » + / .«__ 2 rr’cos.'v] 1 * J o w ’ + 71 ’ 

On peut réduire ces dernières limites à o>=o et v — -r 1 
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pourvu que l’on quadruple le résultat de L’intégration ; fai¬ 
sant ensuite 

tang. v—z, dv= , 


les limites relatives à la nouvelle variable seront z =o et 
z =oo , et l’on aura 


^ \/Z 7 +7 7 d v , JL 
w’ + r 1 sin.* v 


w l/V 4-r' dz 
+ r*)z- 


Dans l’hypothèse d’une épaisseur infiniment petite, nous 
aurons donc 

et au moyen de ce résultat, nous pourrons, dans la même 
supposition, résoudre l’équation ( a ) de la manière suivante. 

(28) Faisons successivement, dans cette équation, x = b 
etx= — b, et prenons la somme et le différence des résul¬ 
tats. Soit, pour abréger, 

(£MSÎ=*«- 


et, en outre, 




(jlx) et [S] ^ tant ^ es va ^ eurs ^ qui répondent à x=b 
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et oc =— b; nous aurons 

yt+wt= 4 -^-f 4'e f'{t—tt)dh. 

Ces deux équations sont de la même forme, et les incon¬ 
nues 4 » ^ «t <j >' t y sontséparées; # il suffira donc d’en considérer 
une seule; la première, par exemple, dans laquelle nous met¬ 
trons a à la place de , en sorte que l’équation à résou¬ 
dre sera 

+ — a — 6 )^ 6 . ( d) 

J o 

En négligeant d’abord son second membre, on a 
Faisons ensuite 

= — , 

et négligeons $ 4 1 dans ce même second membre ; nous aurons 

= a — 0 . 

d O 

Soit encore 

m=af + 

J o 

en substituant la valeur correspondante de 4 1 dans le pre¬ 
mier membre de l’équation (^), et négligeant dans son 
second membre, on en conclura 
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a’ f (f — 6)^6. 

Si l’on ajoute un nouveau terme £ a <|/f à cette valeur appro¬ 
chée de $,<!>*, et que l’on forme la valeur approchée de 
en négligeant cette quantité dans le second membre de l’équa¬ 
tion (d), on trouvera 

7o '"'o y 


En continuant ainsi, et prenant la somme des valeurs appro¬ 
chées de t y £ 2 ^£j, etc., on aura en série infinie 

la valeur de tyt qui satisfait à l’équation (*/), savoir : 


t t 

^t — — Wt - 4 - Wd/\t — d)dd — a'J Çf W'/'(6— t')dt f ^f'(t—d)dd J 

-h a 3 J (f\f Wt"fXt , —t ,, )dt f, ')f'( < b—t')dt r ')f'(t—b)dd--etc} 


On en déduira la valeur de en y changeant W en W\ et 

mettant —à la place de a. 

Les valeurs de tyt et <j/£ subsisteront dès que le mouve¬ 
ment de la plaque aura commencé, et pour des valeurs de 
t aussi petites qu’on voudra. Dans les premiers moments de 
sa rotation, la plaque acquerra un dfegré d’aimantation sen¬ 
sible, qui variera très-rapidement en même temps que la 
fonction/’^. La durée de cet état initial sera très-courte (n°p); 
et pendant cet intervalle de temps, nous regarderons comme 
insensibles, les vitesses communiquées par la plaque aux 
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points extérieurs sur lesquels elle agit, ainsi que les dépla¬ 
cements quelle leur fait éprouver. C’est pourquoi nous ferons 
abstraction, comme dans le cas d’une sphère tournante (n°20), 
de tout ce qui se passe dans les premiers instants du mouve¬ 
ment ; et nous allons chercher ce que devient la formule pré¬ 
cédente, pour une valeur sensible de t qui rend ft cons¬ 
tante , et par conséquent f t nulle. 

(29) Désignons à cette époque par la valeur donnée 
de Y t. Puisque la variable t a acquis une grandeur sensible, 
il faudra ne donner à 0, dans le second terme de la formu¬ 
le^), que de pareilles valeurs, telles que t —Osoit insensible, 
sans quoi le facteur f ’ ( t —0) serait insensible ou nul. On y 
mettra donc 110 à la place de^F0; alors cette fonction ne va¬ 
riant plus très-rapidement, on pourra la développer suivant 
les puissances de t —S, ce qui donnera 




dt a 


- etc. 


A cause que f(t —0) est nulle à la limite Q = t, on aura 


f f'(t— 6 )dt = q; 

J O 

q étant la valeur constante de ft, relative à la matière et à la 
température de la plaque. Les intégrales J' ( t — 0 )f'(t —0)^0, 

f (*—â)y / (*—0) J0, etc., auront aussi des valeurs indé- 
J O 

pendantes de t, et les mêmes que si on les prenait depuis 
t — ô =00 jusqu’à t— 0 = 0. Si donc on fait t — 




f 
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dü=— dx y et généralement 

1.2.3...i J x 'f' x dx=q,, 
i étant un nombre entier quelconque, on aura 

/ to/'(ï— e)rfe=^n^— q. — elc - 

J O 

Par conséquent le second terme de la série ( e ) sera 


ÆVÜfj 

en faisant, pour abréger, 

tint d^n t d 3 n* ^ 

qn*-?'^ + y>-d?r-‘2>-dp- + etc =v ut - 


Si l’on passe actuellement au troisième terme de cette 
série, on voit d’abord que t ayant une valeur sensible, il faut 
qu’il en soit de même à l’égard de G, pour que/'(£ — G) ne 
soit pas nulle, et par suite a l’égard de t\ afin quey'(6 — t’) 
ne s’évanouisse pas. On aura donc, d’après l’équation que 
l’on vient de trouver, • 


r ® 

/ >Ff/'(G-0^' = vn( 

J O 


et si l’on convient de désigner par v’n^ce que devient vFU 
quand on y met vfT t a la place de II?, on en conclura 
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et, par conséquent, 

— a'^'Ut, 

pour le troisième terme de la série (e). 

Examinons encore le quatrième terme de cette série. Il fau¬ 
dra que 8 ne reçoive que des valeurs sensibles et très-peu diffé¬ 
rentes de t ; il en sera de même à l’égard de t' par rapport 
à 0, et ensuite, à l’égard de t" par rapport à t'. On aûra donc 
successivement : 

f t")dt"=vnt\ 

J O 

J (y — ne, 

et le quatrième terme de la série ( e ) sera 
• a 3 v 3 nt, 

en convenant de représenter par v 3 no ce que devient v 2 n t, 
lorsqu’on y remplace n t par v n t, ou v n t, quand on y met 
V 2 IK au lieu de cette même fonction Ut. 

Sans aller plus loin, nous voyons que pour des valeurs 
sensibles de t, l’équation (e) prendra la forme : 

<K =—Ut + a\Ut— a'y'Ut -f- a 3 v 3 Ut — etc. 

Quant à la fonction Ut quelle renferme, elle se déduira 
de 1! t en y supposant que t ait acquis une grandeur sensi¬ 
ble. Or, si l’on développe V, suivant les puissances de t — 8, 






I 
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ce qui donne 

et que ion représente par F* la somme des valeurs de ^ 
qui répondent k x=b et x =— b, on en conclura 


n'=/ o f (CS) + [^]y'Wdt=Wt. 

La formule précédente se changera donc en celle-ci : 

\t=—vFt + a\'Ft— tf’v 3 F£-+-aVF*—etc., 

dont on ne devra toutefois faire usage que quand elle for¬ 
mera une série convergente. 

(3o) Nous pouvons ordonner ses termes suivant les diffé¬ 
rentielles croissantes de F t. En effet, nous avons d abord 

JY t d'Yt d? Y t d'Yt 

V F t=qVt — q,- 7r + q,-j T , - <h~dï^ + TF ~ etC ' ’ 

en mettant v F* à la place de F£, il vient 

dYt t , .d'Yt 

rFt=q'üt-2g,g a -j r + (.2g,q+q’)-j F —(aq 3 q + üq.q.)-jp- 

. v d*Yt 

+ + - etc ' » 

par la même substitution, on obtient 

v‘Ft=q 1 Ft—3q,q‘ ^ + (3 q,q' + q.'q)^— (3?i?’ + 6q,q, q + 

d k F* 

+ 4- 3 q,'q) -jji etc-i 


L 
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et ainsi de suite. La loi deformation des quantitésvF£,v 2 F t, 

V 3 F t, etc.., n’est pas difficile à saisir : le coefficient de — 

dt‘ 

dans v' 7 Ff se compose de tous les produits de i' facteurs 
< 7 ,< 7 2 , < 7 .,, < 73 , etc., dans lesquels la somme des indices inferieurs 
est égalé à i ; chaque produit étant répété autant de fois que 
ses facteurs peuvent subir de permutations différentes. Ainsi, 

par exemple, le coefficient de dans V 3 F* se compose 

de tous les produits de trois facteurs dans lesquels la somme 
des indices est égale à quatre : le produit q 3 q,q s’y trouve 
répété six fois, parce que ses facteurs inégaux peuvent subir 
six permutations différentes; et le produit q^q 7 n’y entre que 
trois fois, parce que ses facteurs ne sont susceptibles que de 
ce nombre de permutations différentes, à cause de l’égalité 
de deux d’entre eux. Or, en substituant les valeurs de ces 
quantités v F v 1 F t , etc., dans l’expression de tyt, on trouve 




-aq 


(qVt 


h dFt . h 1 d 3 F t \ - 

-K /i 3 —_ + etc.J,(/) 


dt 


où Ton a fait, pour abréger : 


q 1 


1 -\-aq 

g- 


a q x * 


1 -Faq (1 -h aq) 

g* ïaq>q^ 

i-Faq (1 -\-aqY 


= *., 


*1 1 




etc. ; 


(i + aq) 
a( 2 q 3 q t -\-qS) , 3 a % q a q T 
{i+aqY 


^31 




(1 +aqy 


■ 



et la loi de formation de ces coefficients A,, A a , A 3 , etc., est 
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facile à déduire de celle des quantités v F t, v *F^ V 3 F t, etc., 
que nous venons d’indiquer. 

Les expressions numériques de ces coefficients dépendent 
de l’unité de temps que l’on choisit; mais en faisant atten¬ 
tion aux intégrales que q t ,q 2 , q 3 , etc., représentent, il est 
aisé de voir que si l’on multiplie h n h 2 y h s , etc., par les puis¬ 
sances d’une vitesse angulaire, marquées par leurs indices 
respectifs, les produits seront des nombres abstraits, indé¬ 
pendants de toute unité particulière. Par les différentiations 
de la fonction F t, les termes de la série ( f) acquièrent ef¬ 
fectivement pour facteurs, ces puissances de la vitesse n de 
la plaque. Cette série sera donc d’autant plus convergente 
que les nombres nh ty n'h t , n^h^e te., décroîtront plus ra¬ 
pidement. Les expériences que l’on a faites sur les plaques 
de cuivre, montrent que leurs principaux effets magnétiques 
ne dépendent que des deux ou trois premières puissances de 
la vitesse, lors même que la plaque tourne avec une très- 
grande rapidité; cela indique que dans cette matière, les 
nombres dont il est question sont très-décroissants : il 
est naturel de penser que la même chose a lieu dans les autres 
substances, qui ne deviennent magnétiques comme le cuivre, 
que sous l’influence de forces variables; lors donc que la 
plaque tournante sera formée de ces sortes de matières, nous 
admettrons la convergence de la série (/*), du moins pour 
des vitesses du même ordre que celles dont les physiciens 
ont fait usage dans leurs expériences. 

Mais s’il s’agit d’une plaque de fer, et qu’on fasse a—— f 

pour que la série (/) exprime <|»'f(n°a8), la quantité i+aq 
deviendra i— k ,, k t étant la même constante que dans le 
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n° 21 , laquelle est à très-peu près égale à U unité; cette quan¬ 
tité i -h aq sera donc presque nulle, ce qui rendra la série (/) 
divergente. On ne devra donc plus s’en servir; et pour 
appliquer nos formules générales à une plaque de fer, il 
faudra résoudre l’équation {d) d’une autre manière. C’est ce 
que nous pourrons faire dans une autre occasion ; mais main¬ 
tenant il ne sera plus question que de plaques de cuivre, ou 
de matières analogues, tournant avec des vitesses qui ne ren¬ 
dent pas la série (/) divergente. 

(3i) Lorsque les forces extérieures qui produisent l’aiman¬ 
tation de la plaque sont constantes, la fonction b t lest aussi, 
et la série (f) se réduit à son premier terme. C’est donc de 
ce terme que dépendent les effets magnétiques des plaques 
aimantées par l’influence de forces invariables ; par consé¬ 
quent on pourra le supprimer comme étant insensible dans 
les substances que nous voulons considérer, et réduire en 
même temps la quantité i -+- aq a lunité dans les équations 
précédentes. Cela étant, faisons 


et généralement 


Ank 

4 TC k 
— 


=p.i 


multiplions les équations précédentes par puis met¬ 


tons-y successivement à la place de a ses valeurs et 


_ 4”* q U i répondent à <|/£ et Y t; soit dans le premier cas: 

/j-4^ + ^ 3 =^, ig) 

Pi—Apip—zp'+izp'P'—Sp'—pgi, ] 


etc. ; 



DU MAGNÉTISME EN MOUVEMENT. 


8 


et dans le second : 

P<+P'=Pg» 1 

p I +2p l p+p'=pg\, (h) 

p 3 -h 2/7,/? H"/?/ + 3 P^' "h/? 4 =Pg' 3, 

etc. ; 


on conclura de 1 équation (/) : 


3 p /dF t d*F t 

^ \Tzk\dt dt' 


d'Ft d*Ft 

■g.—, - g>~âF - +etc - 


0’ 

, , x 3p sdFt , rf’F'f , rf’F'f „ N 

^ ^ 4-tcæC gt dt' + &'dt' & 3 dt * +etc ')’ 


en supposant qu’on ait 

(£M£]=^ ®-[£]=^ 


et désignant toujours par et ["^"J ? les valeurs de^ 

qui répondent à x—b et x —— b. 

Si les coefficients i ,g\, g;, £* 3 , etc., et i ,g\, g'>,g' 3 , etc., 
forment deux progressions géométriques, et que l’on repré¬ 
sente le rapport d’un terme à celui qui le précède, par g 
dans la première progression et par g dans la seconde, les 
valeurs de \t et <|/£ seront la même chose que : 


t = 


3 p r 

ir.kJ o 

Il f x 

4 *V 0 


d JlîpiÛ e - z dz, 

dt 


ül±Lz£±le~ z dz- 
Tt e az> 



I 
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e désignant la base de logarithmes népériens : c’est ce qu’on 
vérifiera sans peine, soit par des intégrations par parties, 
soit en développant suivant les puissances de g et #', et 
effectuant ensuite les intégrations relatives à z. Mais quelles 
que soient les quantités , # 2 , etc., g\ etc., nous pour¬ 
rons toujours employer ces formules pour exprimer d’une 
manière simple, les valeurs de <]>£ et <j/ 1, pourvu que l’on 
convienne de remplacer dans leurs développements selon les 
puissances de g et g\ les puissances quelconques g " et#'", 
par g n et#'„, c’est-à-dire, les exposants des indéterminées 
g et g' par des indices inférieurs qui leur soient égaux. Ces 
expressions seront surtout utiles, pour faciliter les intégra¬ 
tions dans lesquelles et y t se trouveront engagées, lors¬ 
qu’elles pourront s’effectuer sans donner des valeurs parti¬ 
culières à g et g ; ce qui permettra de ne développer les 
résultats suivant les puissances de g et #', et de n’y rem¬ 
placer les exposants par des indices inférieurs, qu’après ces 
intégrations. 

(3a) Ces valeurs de <j, £ et <|/ t et l’équation (c) dont elles 
dérivent, ne seront exactes qu’à la limite ou l’épaisseur de 
la plaque serait infiniment petite : dans la réalité, cette épais¬ 
seur ne pourra être que très-petite, et ces valeurs ne seront 
qu’approchées. Si l’on en veut calculer de plus exactes, on 
ajoutera aux formules (t), de nouveaux termes et y't; 


puis on substituera dans l’équation (&), les valeurs de (^- 7 ^ 
et [â'] ^ en résulteront. La partie de X qui répondra à 


ces nouveaux termes, pourra se calculer dans l’hypothèse 
d’une épaisseur infiniment petite ; on la trouvera , par l’ana¬ 
lyse du n° 27 , égale à 2 tc et la seconde valeur appro- 



83 


DU MAGNETISME EN MOUVEMENT. 

chée de X, sera de la forme : 

X = 2 t: t -t- X L , 

X, étant une quantité connue. Au moyen de cette valeur et 
de l’équation (a), on déterminera les inconnues <j \ t t et t; 
d’où l’on conclura une troisième valeur approchée de X, et 
ensuite de nouveaux termes t et a ajouter aux formu¬ 
les (*). En continuant ainsi, on obtiendra, par la méthodedes 
approximations successives, des valeurs de et <|/ t, expri¬ 
mées par des séries dont les premiers termes seront les formu¬ 
les «J, et les autres auront pour facteurs, les puissances b, b\ 
Z> 3 , etc., indépendamment de la quantité b que renfermeront 
F t et F't, c'est-à-dire, par des séries telles que 

—A Z» A, -t- b* A,+ b 3 A 3 etc., 

^ ' t = A' -+- b A / -f- b 1 A/ ■+- Z> 3 A3 -f- etc. 5 

A, A,, A a , etc., A', A/, A/, etc., étant des quantités connues 
qui renfermeront la demi-épaisseur b, provenant des videurs 
données de F' t et F t. 

Les premiers termes A et A' sont les seconds membres des 
équations (î). J’ai aussi forme les seconds termes b A, et 
b A/; mais je n’en donne point ici les expressions à cause de 
leur complication, et de la longueur des calculs qu’il fau¬ 
drait faire pour les réduire en nombres dans chaque cas 
particulier. Il convient toutefois d’observer que le coeffi¬ 
cient A/ s’évanouit comme A', quand b= o, eu sorte quen 
s’en tenant au premier terme de la valeur de ^ t , la partie 
négligée a b 2 pour facteur, tandis quen s arrêtant au pre¬ 
mier terme de la valeur de tyt, la partie négligée a seule¬ 
ment pour facteur la première puissance de l’épaisseur. 

11. 
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( 33 ) Supposons maintenant qu’il s’agisse de déterminer 
l’action de la plaque tournante que nous considérons, sur 
un système de particules magnétiques, situées en dehors 
et données de position. Soit U la somme de ces particules, 
positives ou négatives, divisées par leurs distances respec¬ 
tives au point de la plaque dont les coordonnées sont x,y, z, 
ou qui répond aux trois variables x, r et u. Cette quantité 
U ne serait autre chose que la fonction V, si ces particules 
étaient les centres des forces extérieures qui ont produit l’ai¬ 
mantation de la plaque, et qu’il fût question de calculer la 
réaction quelles en éprouvent. Dans tous les cas, U sera une 
fonction donnée de x, r e t m; et nous représenterons par 
U, et U a , ses valeurs relatives à x = b et x== — b, ou aux 
deux faces de la plaque. D’après ce qu’on a vu précédemment 
(n° 26), la quantitéQ donnée par l’équation (i3), et relative 
aux points extérieurs, aura pour expression : 


Q_ '*/ n L ( u ‘Gt£) ~ u - [à ]) rdrdu > 


ou, ce qui est la même chose, 

k z * 00 r 2 ™ 1 z ' 00 ✓' 

7/ / (U. H- U,)«| • ’trdrdu + -l / (U,— U,)tytrdrdu. 

J O J O 2 J o J o 

Comme la différence U, — U 2 s’évanouit avec b, il en résulte 
qu’en substituant dans cette formule, les valeurs de t et ty't 
auxquelles nous nous sommes arrêtés et qui sont données 
par les équations ($), la partie négligée dans chacune des 
deux intégrales dont elle se compose, aura pour facteur le 
carré de b. La substitution faite, on aura 
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«-Kca >^>^> 


(k) 


■(U, — U,) ^ dt ^ j e Z dzdrdu. 


Si h, h\h\ sont les trois coordonnées parallèles aux axes 
des x, y, z, de l’un des points extérieurs, les trois compo¬ 
santes parallèles aux mêmes axes, de l’action de la plaque 
sur ce point, seront, d’après les équations (3) : 

dQ _ dQ _ dQ 

dh ’ dh' ’ dh " » 


en ne faisant varier, suivant la remarque du n° 17, que les 
h , h', h'\ qui entreront dans U I et U a . Soit l la perpendi¬ 
culaire abaissée du même point sur l’axe des x, et ^ l’angle 
compris entre le plan de ces deux droites et celui des x, z , 
de sorte qu’on ait 

4 '=/sin. A" = /cos. <|j. 

Si l’on remplace ces coordonnées horizontales K et h'\ par 
les variables / et ^, on aura 

dQ__frdQ /SdQ dQ__ h „dQ ,, dQ 
dl l l dh” d^ dh’~~ n dh 

d’où l’on peut conclure que les composantes horizontales 
seront aussi 

_ dQ dQ 

dl 1 /dtp ’ 

la première tendant à augmenter la distance l, et la seconde 
l’angle Le moment de l’action de la plaque sur le même 

point, rapporté à son axe de rotation, sera — ^2. 
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On ne pourra faire usage de ces formules, que quand la 
plaque sera formée de cuivre, ou de toute autre matière très- 
peu susceptible d’aimantation sous l’influence de forces cons¬ 
tantes; que son épaisseur sera très-petite, soit par rapport 
à son diamètre, soit relativement aux distances à son plan, 
des centres de forces extérieures et des points sur lesquels 
elle réagit ; et qu. enfin, ces différents points seront assez éloi¬ 
gnés des bords de la plaque, pour que l’influence des bords 
soit insensible. 

§■ vt- 

Action d'une plaque tournante sur une aiguille parallèle. 

( 34 ) Supposons qu’on ait placé au-dessus de la plaque 
que nous venons de considérer, une aiguille horizontale 
aimantée de manière que la distribution des deux fluides y 
soit permanente, et ne puisse être changée par l’action résul¬ 
tante de la rotation de la plaque. Nous regarderons le fluide 
libre comme concentré à chacun de ses pôles ; supposition 
qui n’est; pas rigoureusement exacte, mais dont on dimi¬ 
nuera l’erreur en prenant, pour chaque pôle, le centre d’inertie 
de la portion de fluide que l’on y réunit. En calculant dans 
cette hypothèse l’action et la réaction de l’aiguille et de la 
plaqué, l’erreur que l’on commettra sera du même ordre de 
grandeur que le carré de la petite portion d’aiguille sur 
laquelle s’étend le fluide libre, divisé par le carré de sa dis¬ 
tance à la plaque ; ainsi pour l’exactitude des calculs, il faudra 
que cette distance soit toujours tres-grande, eu egard a 
celle de chaque pôle à l’extrémité correspondante de 1 aiguille. 
• Nous supposerons aussi les deux pôles également éloignés 
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du point de suspension de l’aiguille, et ce point situé dans le 
prolongement de Taxe de rotation de la plaque, ce qui rendra 
possibles sous forme finie, les intégrations relatives à r et u, 
indiquées dans les formules dont nous allons faire l’appli¬ 
cation. 

Cela posé, les axes des coordonnées étant les memes que 
précédemment, désignons par h la hauteur de l’aiguille au-des¬ 
sus du plan des j, z; par l la distance de chacun de ses pôles 
à son point de suspension , ou à peu près sa demi-longueur; 
par (a la quantité de fluide boréal réunie à* son pôle sud, et 
conséquemment par —la quantité de fluide austral con¬ 
centrée à son pôle nord ; par l’angle compris au bout du 
temps t, entre la partie de l’aiguille qui aboutit au premier 
pôle, et une droite menée par son point de suspension suivant 
la direction des z positives; par conséquent, par ^-f-r 
l’angle compris au même instant, entre cette droite et la 
partie de l’aiguille qui aboutit au pôle nord. Le carré de la 
distance du pôle sud au point M de la plaque qui répond 
aux coordonnées x, r et u, aura pour expression : 

(h — x)' l 3 — 2 r / cos. {nt -+- u — <}>)-+- ; 

le carré de la distance du pôle nord au même point, s’en 
déduira en y mettant -t- x à la place de ^ ; si donc nous 
conservons la notation du n° 25 , et que nous fassions, 

nt -\-u — 

la fonction V relative à ces deux centres de forces sera 
V = (/./(A — #,r,/,cos. 'i;) — [i/(/i——cos. v). 

Les points de la plaque seront, en outre, soumis à l’in- 
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fluence du magnétisme terrestre ; mais nous ferons abstrac¬ 
tion des termes de V qui en résulteraient, parce qu’ils dis¬ 
paraîtraient, comme il est aisé de s’en assurer, dans les diffé¬ 
rences partielles de la quantité Q, d’oii dépend l’action exté¬ 
rieure de la plaque ; ce qui tient à ce que nous avons sup¬ 
posé son diamètre infini, et n’aurait plus lieu si l’cn voulait 
avoir égard à l’influence de ses bords. Nous supposerons 
qu’aucune autre force n’agisse sur la plaque,et qu’il soit ques¬ 
tion de déterminer sa réaction sur les deux pôles de l’aiguille, 
auquel cas les deux fonctions U et V auront la même valeur. 

( 35 ) Désignons encore par 1 * le moment d’inertie de l’ai¬ 
guille, rapporté à l’axe vertical passant par son point de 
suspension. Lorsqu’elle ne sera soumise qu’à l’action de la 
terre, on aura 

\ -jft = — 2 m p./sin. <|>, 

pour l’équation de son mouvement horizontal ; m étant une 
constante positive, telle que le produit m [x soit, abstraction 
faite du signe, la composante horizontale de cette action 
sur chacun des deux pôles. En appelant G la durée de cha¬ 
cune des petites oscillations de l’aiguille, de part et d’autre 
du méridien magnétique, on en conclura, d’après la théorie 
ordinaire du pendule, 

TT* 

La valeur de 6 fera donc seulement connaître le produit m^; 
la valeur de ^ se déduira de la déviation que l’aiguille hori- 
sontale ferait éprouver à une autre aiguille, située dans son 
voisinage et soumise à l’action de la terre. 
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Imaginons, par exemple, qu'on ait une aiguille d’incli¬ 
naison, située dans le plan du méridien magnétique; pla¬ 
çons au-dessous et dans le même plan, l’aiguille horizontale 
que nous considérons; supposons que par son action opposée 
à celle de la terre, elle ramène l’aiguille d’inclinaison à la 
direction verticale, et qu’alors les deux pôles de celle-ci, et 
le pôle sud de l’aiguille horizontale, soient dans une même 
droite verticale. Appelons l, la distance de chaque pôle de 
l’aiguille d’inclinaison à son point de suspension, et c, la 
distance de son pôle inférieur au pôle contraire, ou au pôle 
sud de l’aiguille horizontale : on formera aisément l’équation 
d’équilibre de l’autre aiguille dans sa direction verticale; quelle 
que soit son intensité magnétique, on trouvera 


+ /,)(i- ^' a/[) , - 

On tirera de là 


(c, -f- 


y. = 2mc*; 

c étant une ligne d’une longueur connue : par conséquent 
on aura 




7 t’Vc* 

/O* * 


Dans chaque cas particulier, les constantes b, n, h, l, A, 
c et 0 devront être données en nombres; et il s’agira de cal¬ 
culer tous les effets produits sur l’aiguille horizontale par la 
réaction de la plaque tournante, en employant, toutefois, la 
grandeur observée d’un ou plusieurs de ces effets, pour dé¬ 
terminer les valeurs des quantités p,p^p^ etc. (n° 3i), rela¬ 
tives à la matière et à la température de la plaque, dont ils 
dépendront. 
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( 36 j Si l’on appelle P l’action verticale de la plaque sur 
les deux pôles de l’aiguille, qui ont, dans ce sens, la même 
ordonnée h , on aura 

p_ __^Q 

d h 

Ce sera la diminution ou l’augmentation apparente du poids 
de l’aiguille, selon que cette valeur de P sera positive ou 
négative. 

De même, en désignant par w la somme des moments des 
forces provenant de l’action de la plaque, qui tendent à faire 
tourner l’aiguille autour de Taxe vertical mené par son point 
de suspension, et à augmenter l’angle nous aurons 

4 dy 

Par conséquent l’équation complète de son mouvement ho¬ 
rizontal, sera 




dt a 


=— 2 m p. / sin. ^ y. 


(0 


Il s’agira donc de former les valeurs de P et d’après celle 
de Q qui est donnée par l’équation (À*) ; et comme on ne doit 
différentier que par rapport aux variables h et qui sont 
comprises dans U x et U a on aura 


i/fcor 


8 rc dt^ 


Stz dtj 


(m) 


i (^— d -J^') V ^—g z ')\ rdrdu ) e 2 dz.j 
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Quoique nous ayons fait passer en dehors des signes j*, la 

différentiation relative à t, il faudra, cependant, ne pas faire 
varier le temps qui entre dans IJ, et U, ; c’est pourquoi, nous 
le désignerons par t', avant cette différentiation, de sorte 
que U, et U 3 seront les valeurs de V qui répondent à x—b 
et x= — b, et l’une et l’autre à t=V. 

D’après ce que représentent F* et F' t (n° 3 i), nous aurons 

dV, , dip _ dV^_ _ __ p , 

dh dh — * ’ dh dh * 1 ' 

En faisant usage de la valeur de V, il vient 


F t =[a(Â — b) — &,r,/,cos. v) — f z (b — &,/*, /, •- cos.'u)] 

(x {h + b) [y 3 (h+b,r,l, cos. v) —y 3 (h -+- b , r, 7 , — cos. v)], 

F r t=^{h — b)lf 3 (h — b, r,/,cos. v) — f*(h— b,r,l,-~ cos.^)] 

—5 x(h -hè)[/ J (A + b } r,l,cos.v )—/ 3 (A + — cos.?;)], 

= {x r /sin. v ' [y 3 b /, ces V X-feyfë (A b —*cos. v ' )], 

=35^ r l sin. 4 / { f±(h Hh b , r , /; cos. **'•) +y 3 (A H- &, r, /, — cos. v ' )J ; 


v' étant ce que djevient l’angle v quand on y change t en t'. 
Au moyen de ces différentes valeurs, on peut effectuer les 
intégrations relatives à r et u qui sont indiquées dans les 
équations ( m ). 

(37) Pour cela, soit généralement 


[(P 4- 1'-\- r’ — 2 r I cos; (u Hh + r *— 2 r l cos. (m - 




» [(P + l'- 


îfr ^014, «t) , ; » p. !. _ , fl 7 , N 

3 — Ç ^ Ai , ni J , 

- 2 r/cos. (w 4- «)) (*' * + /*+ r 2 — arlàbs. (u y? 


12. 
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k, k', 1 , b) et (û' étant des quantités indépendantes de r et u. 
En prenant h — b et h 4- b pour k et k* , et des valeurs con¬ 
venables pour les angles &> et &>', l’intégrale relative à r et u 
comprise dans la première équation (ni) , se composera de 
parties telles que : 

—?(*'■>*), 

et celle que renferme la seconde équation (m), de parties 
telles que : 

— ?'(*'> k'), <p'(k, k') — <f'(k',k). 

Faisons d’abord 

u 4 - 7(0) 4- &>') = u ' , du = du' ; 

nous aurons 

cos.(& 4 - (ù)= cos. u'cos.~((ù —w')—sin.w'sin^w—</), 
cos.(w 4- a>') = cos. u'eos.±(b> — a>') 4 - sin.sin.7 (w — w '); 

et les limites relatives à u' seront toujours u'=o et w'=üx. 
Soit ensuite 

rsin.w'=/, rcos.u' —y', 
et, pour abréger, 

/sin.-j^W-(«) , )=a î /COS. 7(0)-ü) / )=a , J 

nous aurons en même temps 

rdrdu’ = dy dy' ; 

les limites relatives aux nouvelles variables / et y 'seront ±00 , 
et il en résultera 
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9 3 


r 


9 (k,n=fr - kj L d I d lL - 

oo - 00 [(k*-t- 1 '+y 'a. — — 2ja — 27'a')] » 

9 '(A*,^)=/' 00 ^ *)dyd r > _ 

J-<x>J-cc[(k' + /»+7’ +y’ -f- V a “ *S<) (^M- ^ 4 -r /a — 27 a—a')] T 

Mettons 7' + a' à la place de y ; les limites relatives ky' ne 
changeront pas , et nous aurons plus simplement 

:; , 1 , 

“ 00 “ 00 P* + al +7* +S ,a + 271a) (*'•■+ a’ +-7’ +7'* — 2^a)]T 

? '(M') = / r _ **'{y—*)djrdy' _. 

-00- -00 [(^’-ha a + - r 1 H-r' a + 2jKa)(^ a + a ï H-^ a +7'*— ; a^a)] r 

011 a supprimé la partie de la seconde intégrale qui con¬ 
tiendrait la première puissance de y' et .dont les éléments 
seraient, deux à deux, égaux et de signes contraires entre 
les limites y ’ = db 00 . 

D après 1 expression de 9 (k, À*'), on voit que la partie de 
cette intégrale qui répond aux y négatives, sera la meme que 
la partie de <p(A',A) relative aux y positives, et vice versa. 

On aura donc 

ce qui fera disparaître dans l’intégrale que contient la pre¬ 
mière équation (m ), les termes de la forme : ?(*',*), 

et ne laissera subsister que ceux de la forme : <p {k , A*) — «p (À' , h') , 
pour lesquels on aura 

?(k,k)=r r - 

J - « 1J -»[(**+«• +f +/' 1 f-ASy*)- 
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Dans le cas de k' = k, nous aurons 


-<KM) 


m 


ka.’ydydy 


oo [(^ + a 3 4 -/ 2 +y 2 ) a —4a 2 j 2 


Cette dernière intégrale est nulle, comme étant composée 
d’éléments, deux à deux, égaux et de signes contraires entre 
les limites y— ±oo ; il en résultera donc 

- aa'(î^-£M). 

Lorsque les constantes k et k' seront différentes, on ne 
pourra pas obtenir sous forme finie la valeur de l’intégrale 
<p(k, k '); mais si l’on prend, comme il a été dit, 

k — h — b , k! — h -4- h , 

pour les valeurs de k et k\ et que l’on développe suivant les 
puissances de b, on obtiendra une série très-convergente, 
dont nous ne conserverons que les deux premiers termes ; 
ce qui donnera : 

9 '(k,k') = — 


en faisant, pour abréger} 



h'fdydy' ___ 

[(A a + a a -hr a +/ 2 ) a -4«V'p ’ 


et supprimant une intégrale dont les éléments se détruisent 
deux à deux entre les limites y= ±oo . La valeur de<p'(Æ',Æ) 
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se déduira de celle de <p '(A*, k '), en y changeant le signe de b; 
on aura ensuite 


9 \k,k')~ 9 \k\k)^^p- ? (h, h) —a4£aa'H. 

( 38 ) La question est ainsi réduite à trouver les valeurs des 
intégrales 9 (k,k) et H, lesquelles deviendront 

7 7A Z' 00 /' 2TC k'rdrdu 

?(k t K)=l J --i , 

J o ^o^[(/P + a a H-r a ) a —4a a r a cos. a M ]T 

H _ r™ Ç h*r 3 cos 2 udrdu 

J o Jo [(^ a H-a a 4-r a ) a — 4a a r*cos. 2 u] v 

en y faisant 

y=rcos.M, y = rain.u, dydÿ — rdrdu, 

et observant que les limites relatives à r et u seront r= o et 
r— 00, u — o et m = 2x, comme précédemment. 

Si nous faisons, pour un moment, 


k 2 + a 2 = 


nous aurons 


/* w 7. 

?(M)=/ / ——- 

J o J o [r 4 H-2 (a* — 


k 2 rdrdu 


J o J o [r 4 -|-2 (a* 2 a a cos. a u) r a -f-a 4 ] * 

u_ 1 d. 9 {k,h) 

6 rf.a a * 

Par les règles ordinaires, l’intégration relative à r, et ensuite 
celle qui répond à u, s’effectuent sous forme finie, et l’on a 


,, r du 

P1 *) — 4 a *J q a 2 —a a cos. a u~ 2a 3 


T:k 2 

l/e 1 —a* 7 
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H=- -r, 

2 4a 3 (*z a —a*)* 

ou bien , en remettant pour a et a leurs valeurs, 

*(M)=-—-T 

a / a sin.*-j(<ô — * 


a 4 ^ (4 a + / a sin. a 7(o> — o'))^ 

(39) D’après ces valeurs, si nous réunissons les formules 
relatives aux fonctions <p et 9' qui devront servir à former 
par parties les valeurs des intégrales contenues dans les 
équations (m), et que nous négligions partout le carré et 
lçs puissances supérieures de b , nous aurons ces quatre équa¬ 
tions : 


<p(À',À-') — <p(Z-',Æ) = o, 

?(*<>*)— ?(Æ', *')-=- 


(h? 1 2 sin. a Ÿ 


_ ( _ 3 A* _N 

,in. a A 7 ' A a + rsin.’^(u — 


a (h? -\-l* sin. a 7( u — ©')) * 


Cela posé, soient ce que devient quand on y 

met t ’, £— gz, t — g'z, à la place de t; prenons successi¬ 
vement nt '— Yt nt ' —tJ' +TC, pour w'j/zf — n gz _ 

nt — ng'z —et ces valeurs augmentées de w, pour w ; en 
faisant, pour abréger, 


n{t — t' — g z) — l H- <|/= 2 y, n(t — t'—g z)—\' 4- ^'=2/, 
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nous trouverons que les équations ( m ) deviennent : 
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P — 3 \L'bp d . /*” r- _I_/_3 JP_ _\ 

4 dt Jo L(4*.+-/*sin.*y)r \ h'+î'sin.'i) 

! £ f l - . Zh \ \ _ i _ (. _ 34 *_ 

(4 a 4-/’sin.’y')T ^ h' + l'sm.yj (A* + /*cos.*y)^ ^*4-/*cos. a y 

- 1 -T 0- W/ ■ ■ )] °~ Z dz, 

(*■+;■ cos.- T ')- V ^ +1 COS. 1 J\ 

_ 9 \L'bl'hpd. r x r sin. 2 y sin. a y' 

8 rft -'o l(A- + /*sin.» T )f + (A- + /- s in. a r ')T 

. sin - 2 y . sin. 2 y' n — z 7 

H - 1 -? +- 1 -3 I e dz. 

(h'-\-P cos. a v) T ('4*4 -/’cos.*y0 * -1 


w — 9 V-'bl'hp d. 


e dz. 


Ces résultats pourront s’écrire plus simplement de cette 


p_ 3 y.'bp d\ r°° p ! _ I 

4 dtdhJ Q [(*» + /* sin .» r )f + (4 a 4- / a sin.* y') T 

---i-—-,1 he z dz, 

( 4 * 4 -/* cos.* y) T ( 4 a -h r cos. a y') * J 


cos.* y) T (4 a 4- / 2 cos. a y') * J 

\J/ _ .^t* V _ dK _ Z * 00 r I __I_ 

* dtdhd VJ 0 W + rsin.- Y )T (A a + /’sin.’ÿ')"^ 

- 1 -r- - - r l e~"“‘dz. 

(4* 4 - / a cos.*y) a (4 a 4- P cos.*y') a J / 

On se souviendra que l’on doit faire /'=/, après la différen¬ 
tiation relative à t ; et pour employer ces formules, il faudra 
les développer suivant les puissances de g et g\ que l’on rem- 
placera ensuite par les quantités g„g„g„ etc. ,gUg;,gï, etc., 
du n° 3 i. 

* i 3 
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( 4 o) Lorsque la direction de l’aiguille aimantée sera telle, 
si cela est possible, que l’action de la terre et celle de la 
plaque tournante se fassent équilibre, l’angle sera constant, 
et en appelant & sa valeur inconnue, on aura 
En mettant € et 6' à la place de t — t' et <j/ — &, dans les va¬ 
leurs de y et y', elles deviendront 

Y =t0 6 — ngz + g'), y •== 2 ' I (nÇ. — ng'z+e'); 

les différentiations par rapport à t et <|> ' s’opéreront sur g et é ', 
etaprès les avoir effectuées,on fera ê = o, g'=.o. La valeur 
de£ s’obtiendra en égalant à zéro le second membre de l’équa¬ 
tion (/), en sorte que l’on aura 


3 \J-bp 


d> 


4ml dhd&d%‘ 


(A a /* cos.’y) * (h 


A r-- — 7 + -1—; 

** o L(A* -h /* sin. a y) * (h* 4- sin^y 7 ) » 

—-ri e~ z dz. 

l % COS/* y') * J 


Cette valeur de sin.à ne renfermant pas le temps t , il en 
résulte que l’équilibre de l’aiguille sera effectivement possi¬ 
ble, toutes les fois quelle ne surpassera pas l’unité. L’angle 
£ sera, dans cet état, la déviation de l’aiguille à partir du 
méridien magnétique; et l’on voit que son sinus sera pro¬ 
portionnel à la*quantité (a, ou à l’intensité magnétique de 
l’aiguille, ce qui tient à ce que cette déviation est l’effet de 
la réaction de la plaque aimantée par l’influence des pôles 
de l’aiguille. En déterminant la valeur de n, au moyen de 
l’équation sin. è= r, on aura la limite de vitesse au-delà de 
laquelle 1 action de la plaque tournante fera prendre à l’ai¬ 
guille un mouvement continu. 
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La condition sin. £< i étant remplie, la première équa¬ 
tion (h) fera connaître la diminution apparente du poids 
de l’aiguille dans sa position stationnaire, en y mettant pour 
y et y leurs valeurs précédentes. En développant, comme 
il vient d’être dit, les valeurs correspondantes de sin.à et P 
par rapport à g et g-',et effectuant les intégrations relatives à 
z, la valeur de sin.£ se trouvera exprimée par une série or¬ 
donnée suivant les puissances impaires de la vitesse n, et 
celle de P, par une série qui proce'dera suivant les puissances 
paires et commencera par le carré. Si l’on s’arrête aux deux 
premiers termes de la première , et que l’on ne conserve 
que le premier de la seconde ; que d’ailleurs on ait égard aux 
valeurs de [x* et 2 ni y. du n° 35 , et que l’on substitue pour 
les puissances g-, les quantités g\ , g\ , du 

n° 3 i, on trouve 


/ h * i5 /* / h 1 v v > . . r\ 

“C 1 ■+■-1 + - l)) (P— P'P + *P)n\ 

o7c % blc*\*r (4A a —/ a )A 5 N f , 


Des expériences qui m’ont été communiquées par M. Arago, 
montrent que le terme proportionnel à la vitesse n dans la 
valeur de sin. en est la partie principale. La déviation de 
l’aiguille ayant toujours lieu, d’après l’observation, dans le 
même sens que le mouvement de la plaque, il faut que ce 
terme soit positif, et que la quantité p soit par conséquent 
positive. Relativement aux variations de $ dues à celles de la 

i3. 


IOO 
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vitesse n, ces expériences sont représentées avec une grande 
exactitude par les deux premiers termes de la série qui 
représente sin. $, c’est-à-dire, par une expression de cette 
forme : 

sin.à =an — a '; 

a et a étant des quantités positives, indépendantes de n , 
et dont la seconde est peu considérable eu égard à la pre¬ 
mière. Cela fait voir combien cette série est rapidement con¬ 
vergente , lors même que la vitesse n est très-grande, comme 
dans ces expériences où la plaque faisait depuis cinq jus¬ 
qu’à quinze tours par seconde. Mais si l’on veut comparer 
sous d’autres rapports, l’expression du sin.à à l’observation, 
il ne faudra pas perdre de vue les conditions quelles sup¬ 
posent, et qui n’étaient pas suffisamment remplies dans les 
expériences citées : il est nécessaire que les pôles de l’aiguille 
soient très-éloignés des bords de la plaque ; que b soit très- 
petit, un ou deux centièmes, par exemple, par rapport à 
son rayon et à h; et que cette distance h soit assez grande 
relativement à la distance de chaque pôle à l’extrémité cor¬ 
respondante de l’aiguille (n° 34). 

Quant au poids P, on peut s’assurer a priori qu’il sera 
généralement une très-petite partie de celui de l’aiguille. En 
effet, en appelant celui-ci n ; désignant par f l’espace qu’un 
corps pesant parcourrait dans le vide, pendant la durée 9 
d’une oscillation de l’aiguille; supposant quelle soit prisma¬ 
tique, et ses dimensions eu largeur et épaisseur très*petites 
par rapport à sa longueur, nous aurons 

_4^ 

n9 a 3y ’ 


IOI 
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d’oü il resuite que le rapport de P à TI aura y pour facteur; 

quantité qui sera très-petite dans toutes les expériences que 
l’on pourra faire. Les effets de la force verticale, dont la 
théorie a indiqué l’existence, ne seront bien sensibles que 
dans les déviations de l’aiguille d’inclinaison que nous con¬ 
sidérerons bientôt. 

(40 Pour effectuer le développement de la quantité ¥ 
suivant les puissances de g et g*', lorsque l’aiguille sera en 
mouvement, il faudra d’abord développer les fonctions £ et 
de t—gz et t—g z quelle renferme , ce qui donnera 



Le premier terme du développement de Y sera de la forme : 



H étant une quantité indépendante de t et de n. Les autres 
termes renfermeront les différentielles de ^ des ordres su¬ 
périeurs; mais à cause que la série est, en général, très-con¬ 
vergente , d’après ce qu’on vient de dire, on pourra calculer 
la valeur de en fonction de t, par des approximations suc¬ 
cessives et en intégrant seulement des équations du second 
ordre. Après avoir mis dans l’équation (/) a la place de TF 
son premier terme, on en déduira une première valeur ap¬ 
prochée de ^ ; on la substituera dans le second terme de Y, 
au moyen duquel et de l’équation (/), on déterminera une 
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seconde valeur de ^ , que 1 on substituera ensuite dans le 
troisième terme de Y; et ainsi de suite alternativement. Nous 
nous bornerons à considérer la valeur de +, dépendante du 
premier terme de T, laquelle sera donnée par l’équation : 



(o) 


Quand l’épaisseur de la plaque sera très-petite par rap¬ 
port a la distance de 1 aiguille, ainsi que nous l’avons sup¬ 
pose jusqu ici, le coefficient H sera une quantité connue; 
on aura alors 


H 


_9 n* b l c^p P 


(A 2 +/ 2 ) 




Mais lors même que cette condition ne serait pas remplie, 
le premier terme du développement de T aura toujours la 
même forme , et l’équation ( o ) subsistera quelle que soit 
l’épaisseur de la plaque, pourvu que ses bords continuent 
d’être très-éloignés des pôles de l’aiguille. Dans le cas général, 
H sera une quantité inconnue que l’on déterminera par la 
déviation observée de l’aiguille, correspondante à une vitesse 
donnée de la plaque ; l’équation (o) fera ensuite connaître le 
mouvement de la meme aiguille, à la même distance de la 
même plaque. 

Supposons, par exemple, que la vitesse de la plaque étant 
n', la déviation de l’aiguille stationnaire soit on devra 

donc satisfaire à lequation ( o ), en faisant à la fois ^ = o , 

, dt ' 

+ =^0 , n—n \; d’où l’on conclura 
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Par conséquent, l’aiguille étant en mouvement, et la plaque 
tournant avec une vitesse n , cette équation deviendra 



Soit £ la déviation de l’aiguille dans sa position d’équili¬ 
bre , lorsque la vitesse de la plaque est n; supposons qu’on 
ait écarté l’aiguille un tant soit peu de cette position, et 
qu’au bout du temps t, on ait 

« étant une variable très-petite dont nous ne conserverons 
que la première puissance : en observant, en outre, que 
l’équation (/?) doit subsister quand c =o , nous aurons 

d '8 Tf’sin. 8' dt ir*cos. & 

dt 1 0*/i' dt~^~ 0* 6 °* 

Si l’on fait, pour abréger, 

«'» —- 8 . , 

. / N SID . 3 y 

v cos. o --;—rr-r- 

Y 4 n * 9 ’ 

et que l’on représente par c et c' deux constantes arbitraires, 
l’intégrale complète de cette équation linéaire, sera 

Tc’sin. 

- t / 7c t . ■ tc t\ 

t=e 2 ( c cos.-p -t- c'sin.-jp ) ; 

e étant la base des logarithmes népériens. 

Pour déterminer ces constantes, nous supposerons qu’on 
ait e = a, ^ = o, quand £=o; la valeur de e à un instant 
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quelconque deviendra 

r’sin.à' . N 

-5-— j-t f rtt îrQsin. $' • ic£\ 

! = ae 29 " ( cos -F + ^r sin -F> 

A la fin de chaque oscillation, on aura ~A=o , ou 


77 £ 

siû. i r = o; 


les oscillations seront donc isochrones, et G' sera la durée de 
chaque oscillation entière. Or, à moins que £ n’approche 
beaucoup de l’angle droit, la valeur de G’ se-réduit à très-peu 
près à 

6' =_?_ ; 

il s’ensuit donc que la durée des oscillations n’est pas altérée 
sensiblement par l’action de la plaque, et qu’elle est la même 
que si l’aiguille oscillait en vertu de la seule action de la terre, 
de part et d’autre de la direction qui répond à l’angle & ; ce 
qui est conforme à l’expérience. 

11 n’en est pas de même à l’égard de leur amplitude : si 
l’on appelle a., l’amplitude de la demi - oscillation dont le 

rang est marqué par zi, ou qui s’achève au bout de temps 
t = i G', on aura 

77* i sin. & ' 

OL.= o.e 2 n'ü l/cos. ’ 

d’où il résulte que les amplitudes successives diminueront 
continuellement; ce qui est aussi conforme à l’observation. 
Elles formeront une progression géométrique, dans laquelle 
les termes décroîtront plus rapidement à mesure que la vi¬ 
tesse n dei la plaque augmentera et fera croître l’angle Si 
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la plaque est en repos, et que l’aiguille oscille en consé¬ 
quence de part et d’autre du méridien magnétique, on aura 
£ = o, et 

/sin. 

oq. = ae 2 n'Q # 

Dans le cas de *==i, on pourra développer l’exponentielle 
en série, et s’arrêter au second terme à cause de la petitesse 
de l’exposant; il en résultera 

oc if* sin.£' 

a — a, =- —, 1 

2 « Ô 7 

pour la petite différence de la première à la seconde demi- 
oscillation. On peut déterminer cette diminution, sans 
supposer très-petit, comme nous l’avons fait, l’angle a dont 
l’aiguille a été écartée du méridien, et en admettant seule¬ 
ment quelle soit une très-petite partie de cet angle. 

(42) Pour cela faisons n — o dans l’équation Qp); multi¬ 
plions les deux membres par 2puis intégrons de ma¬ 
nière qu’on ait ^|=o quand t= o; nous aurons 



(cos. ^— cos. a) — 


2 77 ’ 

T" 



l’intégrale j commençant avec t. Puisqu’on suppose l’ef- 

fet produit par l’action de la plaque, très-peu considérable 
pendant la première oscillation, on peut, dans une première 
approximation, négliger le terme qui renferme cette inté¬ 
grale : on en conclura alors 


Dans une seconde approximation, on substituera cette va- 


14 
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leur de dt sous ligne J ; et l’équation précédente deviendra 

dt r= TF~ ( C0S * ^ ““ C0S ' a ) \ V~) ^ - COsT Oldty. 

A la fin de la première oscillation, on aura a^ = o et <|>=—a,; 
l’intégrale devra s’étendre depuis t|; = a jusqu’à <]> = — a,, 
ou depuis <j/=a jusqu’à <|/=— a, à cause que a, diffère peu 
de a par hypothèse; ou bien encore depuis ^ = o jusqu’à 
+ = a, en changeant le signe de l’intégrale et la multipliant 
par 2; par conséquent nous aurons 


2iri/ a sin.&' /' a , --.- 

COS. a, COS.a =- ^—7 - J \s cos.<J> — cos. a Cl ^. 

En résolvant cette équation par approximation, et négligeant 
le carré de son second membre, il vient 


27T j/ a sin. Vr* y - T 

6 ü'sin. a J ^ cos ^ 

J O 


»s. a dty. 


Il serait facile de vérifier ce résultat par l’expérience, en 
prenant pour a un grand angle, et plaçant l’aiguille à une 
assez grande distance de la plaque pour que la diminution 
d’amplitude, dans une seule oscillation, ne soit que d’un 
petit nombre de degrés, abstraction faite de celle qui est due 
à la résistance de l’air. En mettant successivement, dans cette 
formule, a 0 a,, etc. , à la place de a, on calculera, de proche 
en proche, les amplitudes des demi-oscillations ascendantes, 
jusqu’à ce quelles soient insensibles. Lorsqu’elles seront de¬ 
venues très-petites, et qu’on négligera le carré et les puis¬ 
sances supérieures de a, la formule se réduira à 


2 7 T sin. y r a -- , tt* sin. 8' 

“ 67 ^ -J o 

ce qui coïncide avec le résultat du n° précédent. 
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(43) L’aiguille étant toujours parallèle à la plaque, si la pla¬ 
que , au lieu d’être horizontale, était perpendiculaire à la di¬ 
rection du magnétisme terrestre, il faudrait supprimer dans 
toutes les formules précédentes, les termes relatifs à l’action 
de la terre, dont l’aiguille serait alors indépendante. L’équa¬ 
tion (p) se réduirait donc à celle-ci : 

d'\ J/ Tw’sin. 8' 

dt % O 5 »' \ dtj’ 


8' désignant toujours la déviation de l’aiguille due à la vi¬ 
tesse n' de la plaque, dans la position horizontale du système. 
En l’intégrant une première fois, et supposant la vitesse ini¬ 
tiale de l’aiguille égale à zéro, il vient 


dl = n ('-e )i 


ce qui montre déjà que la vitesse de l’aiguille approchëra de 
plus en plus d’être constante et égale à celle de la plaque. Si 
Ton intègre une seconde fois, et que l’on compte l’angle à 
partir de la position initiale de l’aiguille, on aura 


^=z7lt 



ir* SÎD. 

0 1 n' 


')■ 


Supposons qu’on ait marqué par un trait, la projection de 
l’aiguille sur la plaque avant que le mouvement ait commencé; 
que l’on marque par un autre trait, cette projection à l’époque 
où la vitesse de l’aiguille est sensiblement égale à celle de la 
plaque; et que l’on désigne par 8, la quantité angulaire dont 
le second trait se trouvera en arrière du premier par rapport 
au sens de la rotation, on aura, d’après cette équation, 
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La vitesse de l’aiguille ayant atteint celle de la plaque, si 
celle-ci devient tout-à-coup immobile, l’aiguille ne s’arrêtera 
pas immédiatement, mais son mouvement changera de na¬ 
ture. L’équation différentielle dont il dépendra se déduira 
de la précédente, en y faisant n= o, ce qui la réduit à 

d* <]/ 7?*sin. 8' d 

dt * 0 a n' dt 

On déterminera les deux constantes arbitraires de son inté¬ 
grale, de manière qu’on ait ÿ = n, + = o, quand £=o, en 

comptant le temps t à partir de l’instant où la plaque s’est 
arrêtée, et l’angle à partir de la projection de l’aiguille au 
même instant. De cette manière, on aura, pendant toute la 
durée du second mouvement de l’aiguille : 


d — 

— I - n. 


7r a sin. y 

Tt = ne ~ ' 

T x’ sm. 8 \ 


d’où l’on conclutqu’abstraction faite de la résistance de l’air, 
la vitesse de l’aiguille diminuera continuellement, en vertu 
de 1 action de la plaque, jusqu’à ce quelle soit devenue sen¬ 
siblement nulle, et qu’à cette époque, on aura 


* 


nn'Q* 
it 3 sin. 8' 


c’est-à-dire qu’à la fin du second mouvement, la projection 
de l’aiguille répondra sur la plaque, au même trait qu’au 
commencement du premier ; ce qui ne pourrait toutefois se 
vérifier que dans le vide. 
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Action d'une plaque tournante sur une aiguille inclinée . 

(44) La plaque est la même que précédemment (n°25). 
On place au-dessus une aiguille d’inclinaison ; et dans la 
vue de simplifier la question, on suppose le pôle sud assez 
élevé pour qu’on puisse négliger l’action mutuelle de ce point 
et de la plaque, et n’avoir égard qu’au pôle nord qui est le 
plus abaissé dans nos climats. Ce dernier point sera d’ail¬ 
leurs très-éloigné des bords de la plaque, dont il n’éprou¬ 
vera aucune action sensible. Soit y son ordonnée verticale, 
a sa distance à l’axe des x , et € l’angle que fait le plan de ce 
point et de l’axe des x avec celui des x,z. Au bout du temps t, 
le carré de la distance p comprise entre ce même point et 
celui de la plaque qui répond aux trois variables x, r et u , 
sera 

p* = (y Xy - 4 - r* 2 Ta cos .(nt + U 6) -4- a 2 . 

La différence des deux quantités U et V, provenant de 
l’action de la terre sur la plaque, disparaîtrait, comme nous 
l’avons déjà dit (n° 34), dans les différences partielles delà 
fonction Q relative à une plaque d’une étendue indéfinie ; 
c’est pourquoi nous regarderons U et V comme égales ; et 
si nous désignons par — p/ la quantité de fluide austral , 
réunie au pôle que nous considérons ; que nous posions 

n t - 4 - u — € — v , 

et que nous fassions usage de la notation du n° aô, nous 
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aurons 

U = V=—a, cos.-y). 

Ce sont ces valeurs égales de U et de V qu’il faudra sub¬ 
stituer dans l’expression de Q donnée par l’équation (Æ). Les 
différences partielles de cette quantité prises par rapport aux 
coordonnées y, a, 6, introduites par la substitution de U, 
feront connaître les composantes de l’action de la plaque sur 
le pôle nord ; mais nous supposerons que le plan dans lequel 
l’aiguille peut tourner, soit vertical et passe par le centre de 
rotation de la plaque : la force dépendante de la différence 
partielle de Q relative à g, étant perpendiculaire à ce plan, 
sera détruite, et nous serons dispensés d’y avoir égard. 

Pendant le mouvement de l’aiguille, l’angle g restera cons¬ 
tant et représentera l’azimuth de son plan de rotation, 
compté du méridien magnétique, et du sud au nord. Les 
deux autres coordonnées a et y du pôle nord , varieront avec 
le temps; et si nous désignons par h l’ordonnée verticale du 
point de suspension de l'aiguille, par h' sa distance à Taxe 
des a?, par V la distance du pôle nord à ce point, et par -/] 
l’angle compris , au bout du temps t , entre la partie de l’ai¬ 
guille qui aboutit à ce pôle et la perpendiculaire abaissée du 
point de suspension sur la plaque, nous aurons 

y = h —/'cos.n, oL = h' —/'sin.yj; 

ce qui suppose que l’on regarde l’angle n comme positif ou 
comme négatif, selon que le pôle noM de l’aiguille, comparé 
à son point de suspension, se trouve plus rapproché ou plus 
éloigné de l’axe des x. 

Afin de n’avoir pas à considérer l’action de la pesanteur, 
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nous supposerons enfin que l’axe de rotation de l’aiguille 
passe par son centre de gravité, qui sera de plus également 
éloigné de ses deux pôles. 

(45) Pour former d’après ces données l’équation du mou¬ 
vement de l’aiguille, désignons par il le moment rapporté à 
son axe de rotation, de l’action de la plaque sur son pôle 
nord; par y! 1 le moment d’inertie de l’aiguille relatif au 
même axe; par m et m' deux constantes positives, telles 
que m\j.’ et m' soient, abstraction faite du signe, les com¬ 
posantes horizontale et verticale de l’action de la terre sur 
chacun des pôles de l’aiguille : l’équation demandée sera 


V* 


d* v\ 

TF 


= — 2 l'p'(m' sin. y) — ni cos. 6 cos.yi) -f- iî. 


Soit encore i la valeur de v\ relative à la position d’équilibre 
de l’aiguille, soumise à la seule action de la terre, c’est-à- 
dire, le complément de l’inclinaison magnétique qui répond 
à l’azimut 6, dans le lieu et à l’instant de l’observation ; et 
soit ô' la durée correspondante de ses petites oscillations. 


Nous aurons 

m' sin.f — m cos. 6 cos. i = o, 
a V (/ ( m ' cos. i m cos. ê sin. i ) == ~ttt 


d’oii l’on tire 

, , 7U*V a COS. | 

2.1 U. m =-ZT 


, p w*V*sin.« 

, 2.1' [L m COS. b =± -gTÎ— ; 


ce qui change l’équation précédente en celle-ci : 


dt 1 


x* . f • \ n 

— jtî sin.(n — t) + jtt 


(?) 
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Il en résulte aussi 

m _tang. i 

m ' cos. g 9 

de sorte qu’en appelant j le complément de l’inclinaison 
magnétique dans le plan du méridien, ou la valeur de i qui 
répond à 6 = o, on aura l’équation connue : 

tang. i = tang./ cos. g, 

qui servira à déterminer l’angle i. 

Pour connaître indépendamment de m et m\ on fera 
une expérience semblable à celle que nous avons indiquée 
dans le n° 35. Après avoir placé dans le plan du méridien 
magnétique, l’aiguille que nous considérons, on la rendra 
horizontale, puis on placera au-dessus dans le même plan, une 
autre aiguille d’inclinaison dont le point de suspension sera 
situé dans la même verticale que le pôle sud de la première 
aiguille. Cela dtant, on cherchera la distance à laquelle ces 
deux points doivent être l’un de l’autre, pour que la seconde 
aiguille soit rendue verticale; d’où l’on conclura, comme 
dans le n° cité, une équation de cette forme : 

pr ' — 2 /tz c'\ 

c' étant une ligne donnée par cette expérience. Par consé¬ 
quent, on aura 

/,_ 773 c /3 V 3 sin. i 

^ ^'6' 3 cos. g ’ 

ou , ce qui est la même chose, 

' 2 _ Tr*c /a X /a sin.y _ 

^ Û' 3 \/ sin. a /cos.*6-f-cos.*/' 
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Enfin, nous aurons 


et d’après les valeurs de y et a en fonctions de n, 

d Q v dQ . 

il = I cos. y] — ~r~ l sin.-ri, 

a a «y 

les différences partielles étant prises par rapport aux va¬ 
riables a et y qui proviennent de la fonction U. 

(46) La question consiste donc à former ces quantités d’après 
lequation (Æ), et la valeur précédente de U et V. Or, si 
nous supposons qu’on mette t' à la place de t dans U, et que 
nous représentions, en outre, par U, et U, les valeurs de 
cette quantité qui répondent à x = —b et x = b, nous au¬ 
rons, comme dans le n° 36, 


■ VU, d U, 

dy + dy 


^ . dV, d U, , 

-F*, -T-i -j— = — F t ; 

1 «y d y 


(J’où il résultera 
d Q 3 p d. i 


~hF'£'F(£— gz)^7'drdu^ e z dz; j 
nous aurons de plus 

+ {Ti- d -7ty^-^)\ dr du)e~ l d z ; J 

et dans ces deux équations, il faudra faire t' =ç t , après la 
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différentiation relative à t, et prendre pour les fonctions 
quelles renferment ces differentes valeurs : 

— fd(y— 6)/ 3 (y— 6, r, a, cos.'y) — p/(y+ b)f\ r + b ^r, a, cos. v), 

— ^'(y —^)/ 3 (r—^,/’,a,cos.i;) + t i , ( y + &)/ 3 (y+ £,'’,a,cos.'i>), 
= (*'(a'— rcos.'y , )/* 3 (y / —■ 1 £,r,a , ,cos. < i>'J, 

=p'(a'— rcos. 'V , )f 3 (y' -t-£,r, a',cos. a»'); 

a', y', a;' étant les valeurs de a, qui répondent à t=t'. 

Le calcul des intégrales relatives àret w sera différent selon 
que l’aiguille se mouvra ou quelle sera en repos. Nous suppo¬ 
serons d’abord que l’action de la plaque et de la terre se fas¬ 
sent équilibre, et que l’aiguille soit stationnaire. Les coor¬ 
données a et y de son pôle nord seront alors indépendantes 
du temps; on aura donc y'=y, a' = a; et, dans ce cas, la 

valeur de ^ , donnée par l’équation (r), s’obtiendra par le 

même calcul que celle de la quantité P c!u n° 3Q. On trou¬ 
vera de cette manière 

d Q_ 3 (//* bp d ». r°° r 

d Y 4 dtdyj q 

(y a -h« a sin.’-l(f— t'— 

expression qu’il faudra développer suivant les puissances de 
getg^que l’on remplacera ensuite par les quantitésetc., 
etc., du n° 3i ; et à cause de t'=t, après la diffé¬ 
rentiation relative à t, il en résultera une série ordonnée 
suivant les puissances paires de n, et commençant par son 


1 t '~8 Z )) * 
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carre. Si l’on s’arrête au premier terme de cette série, on 
aura simplement : 


r£Q 
d T 


9f* /a *«* 




(*) 


formule dans laquelle on mettra pour ja' 1 sa valeur précé¬ 
dente quand il s’agira de la réduire en nombres. 


Cette quantité ^2, prise avec un signe contraire y expri¬ 
mera l’action verticale de la plaque sur le pôle de l’aiguille 
qui produit son aimantation. On voit quelle est proportion¬ 
nelle au carré a’ n 3 de la vitesse absolue du point de la plaque 
qui répond à la projection de ce pôle, et en raison inverse 
de la cinquième puissance de son élévation y. On voit aussi 
qu’elle conservera le même signe, quelle que soit la posi¬ 
tion du point sur lequel elle agit; et l’expérience ayant fait 
voir que cette force est répulsive, il en faut conclure que la 
constante p t —est positive, du moins dans le cuivre et 
les autres substances soumises à l’obs£rvation. 


,(47) Dans ce même cas de l’aiguille stationnaire , les inté¬ 
grales relatives à r et u que contient le second membre de 
f équation (s), se composeront de parties telles que: 

?t (M,)-?,(*', 


en supposant qu’on ait 


7 o '•'o r + « +r *—2 a 


k (g — rcos. («-1- *))rdrdu 


prenant 


[(£’ -f- a’-J-r*— 2 a rcos. (« f r’ — 2àr cos. (« + w'))]T 

Æ = y — b, A 1 ' — y 4- b, a , = nt '—6, 


5 . 


î.(M') 


[(*■ + 
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et successivement n{t — gz )— £, n(t — g'z) — 6 , pour l’an¬ 
gle <o. \ ^ • 

On traitera cette intégrale double comme celles que l’on 
a considérées dans le n° 3y. Ainsi, après avoir fait 

u -h 7 (&>•+- u>') = u\ du—du', 

on fera 

rsin. u'=y, r cos. &'=/', rdrdu —dydy \ 
il en résultera 


/ °° r 00 k [a—^sin.-^oi — co')— y’ cos.|(w—&>')] dydy’ 

^ J ^ [(A , + « , +/+/ , + 2 jrasin.f(o>—*>') — î/'acos.i(w —w')) (*'“+ot a 4-/* 

1 

— 2^ asin.7 (w — a>')— 2/ aco.3.7 (w— tü '))] 5 • 

Mettons /' 4- a cos. f (&>—a/) au lieu de y'; en supprimant 
la partie de cette intégrale dont les éléments se détruisent 
deux à deux entrer les limites ± oo de la nouvelle variable/', 
et faisant, pour abréger* 

t 2 sin. 2 y(ü>—( 0 ')+/ 4- y' 1 -+- 2 /asin .7 (a> — w'))(À* /2 4- a*sin.*t-(w — w') 

2 

4-/* 4-/' a — 2/asin.7(w — (O 7 ))] ■ = D, 

nous aurons 


— /* *(/— asîn.i( M —, u ')) 8 in.i(«— u ’)-^£. 

J — 00 ^ — 00 

Si l’on supprime de même la partie de cette intégrale , 
qui renferme la première puissance de / à son numérateur ^ 
et qui se détruit dans le cas de k' — k, on aura simplement : 
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1 *7 


(k k)= f X f X _ Aasin.^ ( M — o^dj-dy _ 

intégrale dont la valeur s’obtiendra sous forme finie, comme 
celle de ?(k,k) du n° 38, et sera 

9 ,(k,k) = 

a(^+ a’sin.’-^w— “')) • 

Il n’en sera plus de même lorsque les quantités k et k 
seront differentes; mais si l’on désigne par D' ce que devient 
D quand on y change le signe de y, on aura 

/%oo ^%oo ^ y d Y * 

y i (k,k') = — I t H y —«sin. t(«— w')) sin ‘K® — w ')—Ï)— 

y o y — oo 

+ f f k(y-{- asin.7(w—u'))sin.-j (&> — «') d -L^~ ; 

J O ^ — oc 

et en même temps 

?1 (*',*)=— f° f* k'(y— asin.i( w —<,'))sin.K«—w’)^ 1 

y o y—<x> 

+ f*° f k'[y 4- asin.7(0» — w'))sin. ;-(&>— 

d’où il résultera 

9 ,{k,k')— 9 ,(k',k)=— T T (k + tf)dydf 

J O J — OO 

+ f f* (Â-—A')»sin.’T(«—+ 

y o y —00 ' 
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Or, a cause de k — k—o.b, si l’on négligé les puissances 
de b supérieures à la première, ou seulement supérieures à 
son carré, la seconde intégrale que renferme cette équation 
aura pour valeur : 

-yf.(r,r); 


de plus, si l’on développe suivant les puissances de b, en s’ar¬ 
rêtant au premier terme, il vient 

} _ l_ ;•__ 24^Y^asin.7(o) — J) 

d - oc* sin.*Ÿ (w—</) -hjr % +-y*)* —4^’ a’sin.’|(xû—»')] T 
l’équation précédente deviendra donc 


ç,(Æ ,k )—~ y t (k' ,k}=z/ib*(G — ~r?*C t-ï y)> 

en faisant, pour un moment, 



[(Y a -f-a’sin. a 


Y«jr a sin. a -i( (0 —<ùQ dj dy' _ 

T (“—a/) + r'+y ' 4 X «.* sir». 3 7 (û, — </)}* 


La valeur de cette dernière intégrale s’obtiendra comme celle 
de la quantité H du n® 3 y , et l’on aura 

q _ 7 :asin.*^( w — M ') 

2 4 Y* (y* + a* sin.* i (<0 — à'*) f 9 

laquelle valeur étant jointe à celle de <p, (7,7) donnera 


Ainsi, les intégrales relatives à r et u que contient l’équa¬ 
tion ( s ), ne renfermeront que des termes de la forme : 
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dont l'expression sera 

3 Tt b y « sin .* ^ ( m — co * ) 

(y a H-a* sin. a i( w — 

en négligeant toujours les puissances de b supérieures à la 
seconde. 

(48) D’après ce résultat, on trouvera sans difficulté que 
l’équation (.*) devient 


<i a 


Sf/'tp d. f °° f Y 

8 d, ’o _(y* «'—g '*)) 7 

yasin. s ?(* — t'—g'z) 

+ ---1 * 

(y* +«* s 10 *’- #'*))•_ 



et il ne restera plus quà développer par rapport à g et §' 
dont on remplacera les puissances par les quantités g t , g 3 , etc., 
gïigJi etc., du n°3i, et à faire t’=t après la différentia¬ 
tion relative à f.On obtiendra, comme dans le cas précédent, 
une série ordonnée suivant les puissances paires de n, et 
commençant par son carré. En s’arrêtant au premier terme, 
il vient 


da. 4 y 4 




(“) 


Cette différence partielle de Q, prise avec un signe con¬ 
traire , exprime la composante suivant le prolongement 
du rayon a, de la réaction de la plaque sur le pôle qui ré¬ 
pond à ce rayon et à la hauteur y. Les expériences relatives 
à la composante verticale ayant fait voir que p t — ^yp’est 

une quantité positive, il en résulte que la valeur de 
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l’est aussi, et que ce pôle sera attiré vers Taxe de rotation 
de la plaque. L’observation a prouvé, en effet, que la com¬ 
posante centrale est attractive jusqu’à une certaine distance 
des bords de la plaque; et quant au changement de signe 
que M. Arago a remarqué dans cette force, lorsqu’on s’ap¬ 
proche suffisamment des bords, il ne peut pas être compris 
dans la formule précédente qui suppose la plaque indéfini¬ 
ment étendue. La composante centrale et la composante ver¬ 
ticale sont, l’une et l’autre, proportionnelles au carré de la 
vitesse de rotation n, tandis que la troisième composante 
perpendiculaire au plan des deu^ autres, c’est-à-dire, la force 
qui fait tourner l’aiguille horizontale, est seulement propor¬ 
tionnelle à la première puissance de n , en réduisant sa valeur 
à son premier terme (n° ^6). Le rapport de la première à la 
seconde force est indépendant de la matière et de la vitesse 
de la plaque; il ne dépend que de la position du point au¬ 
quel elles sont appliquées, et sa valeur est - 2 L , abstraction 

faite du signe : au contraire, le rapport de la seconde à la 
troisième force serait à peu près indépendant de cette posi¬ 
tion, et, pour une même plaque, proportionnel à la vitesse n , 
pourvu quelle ne fût pas très-considérable. 

(49) Au moyen des équations (f) et (w), la valeur de ü 
.devient 

_ QU.'* bï'OL/l * / , , w , . 

fl = r 2><5 - (p t — -p 2 ) (j y COS. vi -f- aSin.yj). 

Je la substitue dans l’équation (q ), dont j’égale à zéro le 
second membre; et en ayant égard à la valeur de y/ 2 du 
n° 45, il vient 


DU MAGNETISME EN MOUVEMENT. 


121 


sin.(vj— i) = 


9 bc ,2 a n 2 ( p t — 1 p 2 ) sin.y 
2 y 5 \/ sin. 2 / cos . 2 ê -h cos. 2 y 


[7 y COS. Y) + aSin.Yi]; 


équation qui servira à déterminer, dans un azimut quel¬ 
conque , l’angle n correspondant à la position d’équilibre de 
l’aiguille d’inclinaison, apres qu’on y aura mis à la place de 
a et y leurs valeurs en fonctions de cette inconnue (n° 44)- 
L’angle ■/)— z’sera la déviation de l’aiguille produite par l’ac¬ 
tion de la plaque tournante; quand elle sera peu considé¬ 
rable, on résoudra par approximation l’équation précé¬ 
dente, en mettant i au lieu de n dans son second membre, 
et prenant dans le premier l’angle » — i à la place de son 
sinus. L’angle i étant don né par l’équation tang.f=tang.y cos. 6 
du n° 45, sera de même signe que cos. € ; et comme l’azimut € ' 
se compte du sud au nord,à partir du méridien magnétique 
qui passe par l’axe de rotation de la plaque, et s’étend de¬ 
puis zéro jusqu’à 2 it, il s’ensuit que si l’on conçoit par cet 
axe un plan perpendiculaire au méridien, l’angle i sera po¬ 
sitif au sud de ce plan et négatif au nord. De ce changement 
de signe, il résulte qu’outre le centre de la plaque, il y aura 
dans chaque azimut une seconde projection du pôle nord, 
qui répondra à une valeur négative de i, et pour laquelle 
la déviation de l’aiguille sera nulle : le rayon a de ce point 
se déterminera en égalant à zéro, le facteur de sin.(n— i) 
compris entre des crochets, ce qui donnera 


a = — 7 y cot. 13 = — 7 Y cot *y sec * £• 

Au-delà de ce point, du côté du midi, la déviation de l’ai¬ 
guille sera positive, et son effet sera de rapprocher du centre 
de la plaque, la projection du pôle nord ; en-deçà, du côté 

J 16 
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du nord, elle sera négative, et ce pôle, éloigné du centre. 

(5o) Maintenant supposons l’aiguille en mouvement, et 
cherchons à déterminer l’influence de la plaque tournante ou 
en repos, sur ses oscillations; mais pour ne pas compliquer 
les calculs, arrêtons-nous, dans le développement des formu¬ 
les (r) et (j) par rapport à g et g ', au premier terme de 
chaque série qui en sera , dans ce cas, la partie indépendante 
de ces deux quantités. Supprimons donc g* et g' dans ces for¬ 
mules, ce qui permettra d’effectuer immédiatement les inté¬ 
grations relatives à z. 

L’équation (r) deviendra d’abord 


£Q 

d Y 


3 p Z' 00 f^ d.FtF't 

ir 'J 0 J o dt 


rcLrdu. 


Faisons passer la différentiation relative a t, en dehors du 
signe JJ; puis au lieu de l’angle u, employons la varia¬ 
ble v dans l’intégration : à cause de v= nt -\-u — 6, on aura 
d r v = du, et les limites relatives à v seront toujours v — o 
et v — zt!. Mettons de plus pour F* et F't leurs valeurs; 
nous aurons 

• J O O 

— (y + ^) î y 6 (y + r, a y cos. v)]rdrdu. 

En substituant de même les valeurs de F t, F' t >- 

do. 1 d a. 1 

dans la formule (s) , et réduisant, on trouve 
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ia3 


,/Q_ 

jv-'yf 

doc 

**J 0 




r cos. a>) ^ [ (y—&)/ 6 (y — b,r,»,cos.v) 

— (y + b)/‘( r + b,r,a,COS.v)]rdrdu 



&,r,a, cos.^) 


— / 6 (Y + è,r,a,cos.'u)](a — rcos.v)r dr du. 

On pourra , dans la première intégrale, faire passer le 
facteur a — r cos. v sous la différentielle relative à t, en 
le remplaçant par a'— r cos. v\ oc et v' e'tant, comme pré¬ 
cédemment , les valeurs de a et v relatives à une constante 
f' qu’on fera égale à t après la différentiation. On fera sortir 
ensuite cette différentielle hors du signe JJ, puis on substi¬ 
tuera la variable v à l’angle u. D’ailleurs on a identiquement 
a ' r cos. v' = a' — rcos.v cos. n (t — £')—rsin.'i>sin.rc(£—£'); 


la partie de l’intégrale qui comprendra le dernier terme de 
ce facteur, sera nulle entre les limites v= o,v= ; et comme 
il est indifférent de faire t'=t dans cos. n{t — t ') avant 
ou après la différentiation, on voit qu’il suffira de remplacer 
a par a'; en sorte que l’on aura 


— ( 1 + by\i + b,r,x,cos.'v)]('L'—rcos,.'v)rdrdu^ 

J”f Q ’ CAr—* » r ’“i' cos - v ) 

—/ 6 (y +6 , r,a,cos.T>)](a— rcos.v) rdrdu. 


(*) 


Les intégrales doubles que ces formules renferment peu- 
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vent s’obtenir sous forme finie par les règles ordinaires. En 
effet, on a 

_ rjr __ 

J o (y a H-a* + r a — a ar cos. v)* 2 (y 2 4 -a 2 sin. 2 2 /) 

a cos. 2 ; _ f _ a cos. v \ 

H- - arc (tan g. ==-— - ■ - 

2 (y* + a * sin . 2 v)~* ^ ^ 'y a + cc'sin.’vj ’ 

en intégrant par partie, il vient 


- a - cos - w " , r a * 

,a 4-a* sin . 2 -v) • ' l/y^a’sin.W y* (y*+a“ sin. 1 v) 


acos. 2 >*£ 

(y 3 -+- a* sin. 2 a;) 

on aura donc 


rcc r 2r: rdrdv _r 

i/o i/ o (y 1 4-a 1 +r* 2 oc,cos. v)* y 7 ’ 

d’où l’on conclut, en différentiant successivement par rap¬ 
port à y et a, et ayant égard à la notation du n° 25 : 

y -'OO z* 2 ^ 

/ f s (t,r,*,cos.v')rdrdv=— : , 

o^o Y 

/ oo / 27r 

/ /^ 6 (yî r i«i cos. v ) (a — rcos.v)rdrdv = o. 
o ^ o 

Or, au moyen de ces résultats, et d’après les valeurs de a et y 
en fonctions de », les équations (y) et (x) deviendront 

^Q__ 3 \d*p d . / i i ^^» . 

^Y i6‘ dt\(y — bf (y 4-^)V 4y 4 ^ ? 17^ Sln ‘ V!, 

__ 3[a 7 > d. ( g'—.q a'—a ^ _ 9 fi.' 2 £/'_rf» 

16 dt \(y — by (y4 -^) 3 ) ~~ 8 y 4 P ~dt C0S * T ‘ ’ 
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en négligeant les puissances de b 
Nous aurons par conséquent 


supérieures au carre. 


ou/ a Æ/ ,a /I a ■ , x dy 

-ÏL—( r cos.'„ +sin.^)/> Tt ; 


valeur que l’on substituera dans l’équation (q) qui servira 
ensuite à déterminer l’angle ti en fonction de t, ou la direc¬ 
tion de l’aiguille à chaque instant. 

(5i) La valeur de y sera indépendante de la vitesse n de 
la plaque, parce que l’on a négligé dans les développements 
des formules (r) et (s) par rapport à g et g\ les termes dans 
lesquels cette vitesse entrerait, ce qui n’aurait lieu qu’à partir 
des premières puissances de g et g'. L’action de la plaque 
tournante influerait sur la position d’équilibre de Taiguille, 
et conséquemment sur la durée des petites oscillations de 
part et d’autre de cette position. Si la plaque est en repos, 
cette durée sera sensiblement indépendante de son ac¬ 
tion, qui n’influera plus que sur l’amplitude, comme dans 
le cas des oscillations de l’aiguille horizontale. Quelle que 
soit la quantité dont l’aiguille aura été écartée de sa po¬ 
sition d’équilibre, on déterminera, comme dans le n° 4 a, 
la diminution d’amplitude de la première oscillation, pourvu 
quelle soit une partie peu considérable de l’écartement pri¬ 
mitif. Ainsi, en désignant par i -h £ la valeur de 71 au bout 
du t, et supposant qu’on ait à l’origine du mouvement, 

? = a et ^| = o, on tirera de l’équation Çq) : 


9y.'* hî!' Ç d\ % 

2V 1 J V dt ’ 


'îrë— yr(cos.$ — cos.«)i 
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en faisant, pour abréger, 


? = ^ [7 cos. 3 (î + l) + sin. a (ï + 0]i 

et l’intégrale contenue dans le second membre étant prise de 
manière quelle s’évanouisse quand f = o. Si l’on néglige cette 
intégrale dans une première approximation, on aura d’abord 

x j/ 2 (cos. \ —cos. a) 

Je substitue ensuite cette valeur de dt, sous le signe J ; 
il vient 


de 


2 7T* 


( cos. £ — CO s. a) = f J* p 1/œsT^—cos .ad'i 


Soit £=— a-h e, à la fin de la première oscillation, de sorte 
que e désigne la diminution d’amplitude demandée ; on aura 
a dt 

en meme temps ^ = o, et par conséquent 


cos. (a —e) — cos. a 1 


g\L f 'bl ,% b'p /'“ 

J 


9 X/' cos. £ — cos. ad\. 


A cause de la petitesse supposée de e, on pourra étendre l’in¬ 
tégrale depuis l = a jusqu’à £==— a, ou bien en changer 
le signe et la prendre depuis £=—a jusqu’à \ = a; et si 
l’on néglige, en outre, le carré de e dans le premier membre 
de cette équation, on en conclura 
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c’est-à-dire, en mettant pour jt' a sa valeur précédente (n°45), 


gn bl'c^psin.J 
2 l/a 0'sin.a 1/sin * j cos. 2 g + cos. 


___ 

= / <p i/cos. £ — cos. a i 
JJ — a 


(52) Pour comparer cette diminution d’amplitude, à celle 
qui a lieu dans le cas des oscillations horizontales, sup¬ 
posons que l’aiguille dont il était question dans le n° 4 2 , 
soit la même que. celle que nous venons de considérer, ou 
du moins que les quantités /, c, p, relatives à la première 
aiguille, soient les mêmes que les quantités c\ [*', re¬ 

latives à la seconde ; supposons aussi l’élévation de l’aiguille 
horizontale au-dessus de la plaque, égale à la valeur moyenne 
de y que nous représenterons par A,, en sorte que A, soit 
l’élévation du pôle nord de l’aiguille inclinée dans sa posi¬ 
tion d’équilibre ; prenons enfin a pour l’angle dont l’aiguille 
horizontale a été écartée du méridien magnétique, et dési¬ 
gnons par e, la diminution d’amplitude de sa première oscil¬ 
lation. D’après le n° 4^, on aura 

tc l/7sin. B' r a y -=- iv. 

e . = a — : - / 1/cos.Ç— cos. a ac,, 

1 Qn'sin.a. J_ a 

0 étant toujours la durée d’une petite oscillation de cette 
dernière aiguille soumise à l’action de la terre, dont la valeur 
sera (n° 35) ' . 


On devra prendre, pour la valeur approchée du rapport 
que l’équation précédente renferme (n° 4o), 


sin. V __ gbV c" p / 




MÉMOIRE SUR LA THEORIE 

mais V étant, on général, très-grand par rapport à 4,, on 
pourra réduire à l’unité le facteur compris entre les paren¬ 
thèses. D’ailleurs on a (n° 45.) 

fi' — - — \ / sin -* _ Q . / sin.y 

1/a m\L l l' * cos. 6 y sin. 2 y cos. 1 6 +cos.* y ’ 

et de ces différentes formules, on conclura 





sin. a y cos. a ë + cos. a y 


_ ^ p W^eos. Ç — cos. a 

— a 

~r a " * 

J V^cos. Ç—cos. a d\ 


Les intégrales contenues dans cette expression pourront 
toujours se calculer aussi exactement qu’on voudra. Il serait 
intéressant de comparer le résultat de ce calcul, au rapport 
de e à e x donné par l’observation. Si l’amplitude des oscilla¬ 
tions est très-petite , le facteur <p pourra être regardé comme 
constant, et l’on aura à très-peu près 


=icos.-* 4 - sin. 3 i*= J-t cos ; a g sin -V ; 

sm.*/ cos. t> + cos. a y 

d’où il résultera 


e _( i 4- 2 cos. a 6sin. a y) v/sin TJ 

£ — ^ 
1 2 (sin. a y cos.*ê4- cos,*y) * 


valeur qui ne variera plus, dans un même lieu, qu’avec 
1 azimut de l’aiguille d’inclinaison. Si elle est située succes¬ 
sivement dans le plan du méridien magnétique et dans un 
plan perpendiculaire, et qu’on prenne, comme à Paris, 
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/=22° pour le complément de l’inclinaison magnétique, 
on aura dans le premier cas 

8 = 78, (i + 2 sin.*y) \/ sin.y = (o, 3697)8,, 
et dans le second, 

e =7 e, ( l + tang.’y ) 1/tang.ÿ = (0,3919)8,; 

ce qui montre que les oscillations de l’aiguille inclinée di¬ 
minueront , toutes choses d’ailleurs égalés, moins rapide¬ 
ment que celles de l’aiguille horizontale. 

( 53 ) Nous nous sommes bornés à considérer le cas d’une 
plaque très-mince; mais en terminant ce Mémoire, nous 
ajouterons qu’on pourrait aussi résoudre l’équation ( a ) du 
n° 26, dans le cas opposé où l’épaisseur de la plaque serait 
très-grande, et considérée comme infinie, de même que son 
étendue dans le sens horizontal. En supposant toujours les 
centres des forces extérieures situes au-dessus de la plaque, 
et conservant les notations précédentes, l'équation (i 3 ) du 
n° 16 sera simplement, dans ce dernier cas, 

Q =*/°°/ u -(ë ) rdrdu - 

Il suffira donc de connaître la valeur de Celle de l’in¬ 

tégrale X, contenue dans l’équation (<z), sera donnée par 
1,équation (c) en y supprimant . En la substituant dans 

cette équation et faisant x—b, on aura, pour déterminer 
( S) ’ une équation comprise dans l’équation (J), où l’on pren- 

*7 


i3o 
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dra pour a . Si donc on fait 



on en conclura, comme dans le n° 3 i, qu’après un temps 
très-court, la valeur de sera exprimée par la formule : 

f**\ — *P Z ' 00 d¥" (t — g" i) „ — z j 

\Tx)—JïJ - di - e dz > 


pourvu qu’on la développe suivant les puissances de g ", que 
l’on remplace ensuite leurs exposants par des indices infé¬ 
rieurs , et quon prenne pour g!\g" ,g x ", etc., les valeurs 
données par ces équations : 


P*7-±P'=P.Ç?'> 

P— P*P + ?P 3 =P&"i 

etc., 


qui remplacent les équations (g) ou (h) du n° cité. Au lieu 
de l’équation (Æ),on aura donc, dans le cas d’une plaque très- 
épaisse , 


Q=^/ o f o f o ü, rfF (L-g. z) e 2 rdzdrdu; 


et en partant de cette expression de Q, on résoudra sans 
difficulté tous les problèmes relatifs à une aiguille inclinée 
ou horizontale , dont nous nous sommes occupés dans ce § 
et dans le précédent. 
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